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1. 8| i$ 


Beauty is the first test; there is no permanent place 
in the world for ugly mathematics, 


G.H.Hardy 


1.] Euler 定理 


一 开始 ， 我 们 来 证 明 一 条 优美 的 关于 多 面体 的 Euler 定理 ， 
以 后 将 看 到 这 个 定理 的 证 明 是 拓扑 学 中 很 多 想法 的 根源 。 

图 1.1 中 给 了 四 个 多 面体 ， 看 起 来 各 不 相同 ， 但 是 如 果 我 们 
将 顶点 数 (v) 减 去 校 数 (e)， 再 加 上 面 的 数目 (站 ， 则 对 于 达 四 个 


(av 


多 面体 所 得 到 的 都 是 2 。 是 不 是 公式 ! 一 e 土 /一 2 对 于 所 有 的 多 面 
体 都 对 呢 ? 答案 是 ， 不 ; 但 是 对 于 一 大 类 有 趣 的 多 面体 ， 这 个 结 
果 总 是 成 立 的 

开始 也 许 我 们 会 倾向 于 只 考虑 正 多 面体 ， 甚 至 四 多 面体 ， 对 
它们 来 说 "一 e+y 确实 等 于 2 。 但 是 ， 上 面 所 举 的 例子 当中 有 一 
个 不 是 上 四 的， 却 也 满足 这 个 公式 ， 而 我 们 又 不 愿 把 它 忽 略 。 如 果 
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对 图 1.2 与 1.3 进行 计算 就 将 分 别 得 到 "一 e+ f—4 DAR v—e f 

三 0。 付 么 地 方 出 了 问题 呢 ? 第 一 个 图 中 多 面体 的 表面 分 开 成 两 
2 

M 


抉 ， 用 专门 一 些 的 语言 来 说 就 是 这 个 表面 不 连通 ， 有 理由 把 这 种 
情形 排除 在 外 ， 因 为 这 两 块 中 的 每 一 块 都 将 使 一 e 十 f 产生 等 于 
2 的 值 。 但 即使 是 这 样 ， 也 不 能 说 明 图 1.3 的 情况 ， 这 时 多 面体 
的 表面 只 有 一 整 块 。 不 过 这 个 表面 有 一 个 重要 之 点 与 前 面 考虑 过 
的 例子 不 同 。 我 们 可 以 在 这 个 表面 上 找到 一 个 不 分 割 表面 为 两 部 
分 的 轿 ， 换 句 话说 ， 若 设想 用 剪刀 沿 着 达 个 轿 将 曲面 前 开 ， 则 不 
致 于 使 曲面 分 成 两 块 。 在 图 1.3 中 用 箭头 标 出 了 具有 这 种 性 质 的 
一 个 圈 。 我 们 将 要 证 明 ， 如 果 不 具 有 如 图 1.2 与 图 1.3 所 列举 的 缺 
陷 ， 则 多 面体 必定 满足 关系 ?一 + 一 2。 

作 进一步 探讨 之 前 ， 有 必要 把 话说 的 精确 一 些 。 到 现在 为 止 
(除了 谈 到 多 面体 的 凸 性 )， 实 际 上 只 涉及 多 面体 的 表面 。 因 此 ， 
‘多 面体 ' 这 个 辞 将 用 来 表示 所 说 的 表面 ， 而 不 是 指 那些 实心 的 立 
体 。 因 此 ， 一 个 多 面体 是 指 扶 下 述 意 义 很 好 地 拼凑 在 一 起 的 有 限 
多 个 平面 多 边 形 。 车 两 个 多 边 形 相交 ， 则 它们 交 于 一 条 公共 边 ， 
多 边 形 的 每 一 条 边 ， 愉 好 还 是 另 一 个 ， 并 且 只 有 一 个 多 边 形 的 
边 。 不 仅 如 此 ， 还 要 求 对 于 每 个 顶点， 那些 含有 它 的 多 边 形 可 以 
排列 成 Gu Qo …,Q,， 使 得 Qi 与 Qi+k: 有 一 个 公共 边 ，1<i<k， 
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而 @: 与 Q@, 有 一 个 公共 边 。 换 句 适 说 ， 这 些 多 边 形 拼 成 面 上 围绕 
着 该 顶点 的 一 块 区 域 ( 多 边 形 的 数目 下 则 可 以 随 顶 点 的 不 同 而 变 
3D. XX 最 后 一 个 条 件 就 使 两 个 方 体 只 在 一 个 公共 项 点 相 衔接 的 
情形 排除 在 外 。 

《1.1)Euler 定 理 设 书 为 满足 下 到 条 件 的 多 面体 : 

《a) 书 的 任何 两 个 顶点 可 以 用 一 串 棱 相连 接 ; 

(b) 忆 上 任何 由 直线 段 (不 一 定 非 是 书 的 楼 不 可 ) 4354858. 
使 忆 分 割 成 两 片 。 则 对 于 王 来 说 ， "一 上 十 [一 2。 

公式 v 一 十 二 2 有 一 段 历史 。 首 先 ， 出 现在 1750 年 Euler 给 
Coldbach 的 一 封 信里 。 但 了 oler 对 所 考虑 的 多 面体 没 加 任何 限制 ， 
他 的 论证 只 适用 于 西 多 面体 的 情形 。 直 到 六 十 多 年 以 后 ,上 huilier 
《于 1813 年 ) 才 注意 到 如 我 们 在 图 1.2 与 1.3 中 的 多 面体 所 产生 的 问 
题 。 定 理 (1.1) 像 现 在 这 样 的 陈述 方式 以 及 下 面 大 略 给 出 的 证 明 
是 Yon Staudt 于 1847 年 发 表 的 。 

证 明 提 要 P 的 一 组 连通 的 项 点 与 酰 吓 作 一 个 图 ， 连 通 的 意 
思 就 是 任意 两 个 项 点 可 以 用 图 中 的 一 申 楼 连结 。 更 一 般 些 ， 我 们 
将 用 图 这 个 字 来 表示 三 维 窗 间 内 任何 一 组 如 图 1.4 那 样 很 好 地 衡 
接 起 来 的 有 限 多 个 直线 段 ( 若 两 个 线段 相交 ， 则 交 于 公共 顶点 )。 
不 包含 任何 圈 的 图 叶 作 树 形 。 注 意 ， 对 于 一 个 树 形 来 说 ， 项 点 数 
减 去 楼 数 等 于 1 。 若 以 了 来 记 树 形 ， 则 可 以 写成 公式 

v(T) —eCT)—1, 


(a) RHE (b) 非 树 形 的 外 


按 假设 (a?，P 的 至 体 顶 点 与 楼 构成 一 个 图 ， 不 难 证 明 ， 在 
任何 图 中 可 以 找到 含有 至 体 项 点 的 树 形 子 图 。 于 是 ， 我 们 选择 一 
个 树 形 人 ， 它 包含 P 的 某 些 楼 ， 但 包含 P 的 会 体 顶 点 (图 1.49) 
对 于 图 1.1 所 夯 的 多 面体 之 一 给 出 了 这 样 一 个 树 形 ) ， 

然后 构 作 了 的 一 种 “对 侦 '"。 这 个 对 偶 是 按 下 进 方 式 定义 的 一 
个 图 F。 相 应 于 己 的 每 个 面 4 上 给 出 7 的 一 个 项 点 令 。 工 的 两 个 项 
点 及 与 全 有 一 条 楼 相连 ， 当 而 且 仅 当 它们 相应 的 面 4 与 也 在 P 内 
有 一 条 不 属于 了 的 楼 公共 。 人 们 甚至 可 以 将 EP 上 表示 出 来 ， 
使 得 它 与 不 相交 (顶点 和 A 相当 于 和 的 一 个 内 点 )， 当 然 这 时 要 克 
许 它 的 梗 可 以 有 一 个 曲折 点 。 图 1.5 显 示 了 作法 。 


EP ERRAT 


B 1.5 


渎 者 不 难 信 服 对 偶 了 是 是 连通 的 ， 从 而 是 一 个 图 。 站 观 地 看 ， 
如 果 工 的 某 两 个 顶点 不 能 用 了 内 的 一 串 酚 相 连结 ， 则 它们 必然 皱 
Ta Es 一 下 ， 我 们 将 在 第 7 章 给 出 详细 证 

)。 由 于 工 不 包含 任何 图 ， 可 以 推断 了 必然 连通 。 


事实 上 , 本 是 树 形 。 车 十 内 有 图 ， 则 按 假设 (bt)， 这 个 圈 将 
EP 分 成 两 块 ， 每 一 块 将 含有 T 的 至 少 一 个 顶点 。 任 何 想 把 了 的 
分 别 属于 这 两 块 的 两 个 顶点 用 一 串 楼 相连 的 尝试 ， 都 不 可 避免 地 
要 磁 上 那个 珊 离 圈 ， 因 此 ， 这 一 串 楼 不 能 全 在 工 肉 。 这 就 与 了 的 
连通 性 矛盾 。 因 此 知道 工 是 树 形 (对 于 像 图 1.3 所 示 的 多 面体 ， 
这 个 证 明 就 不 灵 了 ， 因 为 对 偶 图 BEZAR. 

由 于 任何 树 形 的 顶点 数 比 楼 数 多 1, 我 们 有 oCT) 一 e(T) 二 1， 
AR -e= 
于 是 

oT) — [ec teM] 007) —2, 
但 根据 构造 方式 


v(T)zv, eQD) ee, v(D) f. 
这 就 完成 了 Euler 定理 的 证 明 。 


1.2 拓扑 等 价 


Euler 定理 有 好 几 个 证 明 。 有 两 点 理由 使 我 们 选择 了 上 面 这 
个 证 明 。 首 先是 这 个 证 明 很 精致 ;其 它 大 多 数 的 证 朋 是 对 于 了 的 
面 数 用 归纳 法 。 其 次 ， 它 给 出 了 上 比 Euler 公式 更 多 的 东西 。 只 要 
稍微 再 多 费 点 力气 就 可 证 明 ，P 是 由 两 个 盘 形 沿 着 它们 的 边界 粘 
合 而 得 到 的 。 为 了 看 出 这 一 
点 ， 将 与 在 PP 上 略微 
增 厚 《图 1.6) ,得 到 两 个 不 相 
交 的 盘子 (将 树 形 增 厚 总 是 
AARE., ABARA R 
则 得 到 有 空洞 的 Z ED, E 
这 两 个 盘子 逐步 扩大 直到 它 
们 的 边界 完全 重合 。 这 时 多 EM 
面体 P 就 由 两 个 具有 公共 边 图 1.6 
界 的 盘 形 构成 。 当 然 这 些 盘 子 可 以 是 奇形怪状 的 ， 但 可 以 把 它们 
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在 上 上 增 厚 的 了 与 了 h 


AE, IEGDOEGACUOIDSCTERBSEDA. BEDBIEDRGIRIEDE HH 2E. 
Bl pj 4E 3R 5j JUR XRIR REA GCXS SR.HUAGH, SES SLBUCHDL.7). 
HAE Euler 定理 的 假设 告诉 我 们 ，P 看 起 来 在 某 种 意义 下 
就 像 是 变 了 形 的 球面 。 


图 1.7 


对 于 特殊 的 多 面体 ， 当 然 可 以 很 容易 地 建立 它 的 点 与 球面 的 
点 之 间 明 显 的 对 应 关系 。 例如 ,对 于 正四 面体 了 ,可 以 从 工 的 重心 
工作 向 答 投 影 ， 把 工 映 满 以 了 工 为 中 心 的 某 个 球面 。 革 的 各 个 面 映 
为 球 商 上 的 弯曲 三 角形 ， 如 图 1.8 所 示 。 事 实 上 Legendre 下 是 用 
这 个 手段 (在 1794) 对 于 凸 多 面体 来 证 Euler 定理 的 ; 后 面 我 们 还 
将 叙述 Legendre fj iz HE. 

图 1.1 右边 的 
多 面体 并 不 是 凸 
的 ， 上 面 移 论证 对 
它 不 适用 。 但 如 果 
我 们 设想 它 是 用 橡 
皮 做 的 ， 则 不 难 想 MERE ~ 
像 念 样 把 它 形变 成 图 1.8 
为 一 个 普通 的 圆 球 。 在 形变 过 程 中 可 以 把 多 面体 任意 拉 伸 、 弯 
曲 ， 旬 不 克 许 括 犁 ， 不 充 许 把 不 同 前 点 粘 在 一 起 。 这 样 所 得 多 面 
体 的 点 与 球面 的 点 之 间 的 对 应 就 是 所 谓 拓 扑 等 价 ， 或 同 肥 的 一 个 
例子 。 确 切 地 说 ， 就 是 一 对 一 的 连续 满 了 映射， 区 且 赣 映 射 也 连 
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续 。 

在 1.4 节 中 我 们 将 详细 地 给 出 同 有 是 的 定义 ， 目 前 为 了 使 得 对 
这 个 概念 的 理解 比较 具体 ， 下 面 举 出 四 个 互相 同 且 的 空间 CILE 
1.9): 


(a) 有限 高 度 的 圆柱 面 ， 去 掉 两 端的 圆周 

(b) 由 方程 党 十 旬 一 好 二 1 给 出 的 单 叶 双 曲面 

(Cc) 复 平面 上 由 1I< 1 2 天 3 确定 的 开 环 形 域 ; 

(d) 除去 南极 与 北极 的 球面 。 

我 们 在 这 里 给 出 空间 C1) 到 空间 Cc) 的 一 个 具 体 的 同 胚 (连续 
一 对 一 ， 满 了 映射， 并且 逆 映射 也 连续 )。 将 (b) 的 点 用 加 柱 坐 标 
《7,9,z) 来 刻画 最 方便 ， 对 于 空间 (Cc) , 则 用 平面 极 坐标 来 描述 。 
在 (b) 肉 当 06 一 0 时 ， 我 们 得 到 双 曲 线 Xx? 一 2? 二 1 的 一 支 ， 设 法 把 它 
好 好 地 获 到 环形 区 域内 相应 的 一 段 ， 即 射线 段 (Ox) |1-—x—3, 
3 一 0}。 如 果 能 对 于 每 个 8 都 这 样 作 ， 莽 且 当 6 从 0 变 到 27 IE BT 
作出 的 结果 连续 地 依赖 于 8，， 则 将 得 到 所 需要 的 同 肪 。 如 以 f(x) 
=x/Q + [xD 十 2 来 定义 (一 2 ,%) 一 (1,3), 则 了 是 一 对 一 连续 
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湛 映 射 ， 并 且 有 连续 的 逆 映 射 。 然 后 合 双 曲线 的 点 《r,9,2) 对 应 
于 平面 环形 域 的 点 (f(z) ,0)。 | 

我 们 留 给 读者 自己 去 考虑 其 它 几 种 情形 ， 注 意 拓 扑 等 价 显然 
是 个 等 价 关 系 。 因此， 只 需 证 明 空间 (a) 与 (4) 都 同 胚 于 空间 (9 
就 能 了 。 在 拓扑 学 里 把 这 四 个 空间 看 作 是 “同一 个 空间 '。 球面 上 
按 去 三 个 点 则 不 同 ( 与 上 面 这 几 个 不 同 胚 )。 为 什么 ? 你 能 说 出 复 
在 面 上 与 球面 控 去 三 点 同 胚 的 子 空间 吗 ? 

回 到 Euler 定理 的 证 明 ， 增 厚 树 形 全 与 有， 使 已 分 解 成 两 个 
具有 公共 边界 的 盘 形 之 后 ， 把 一 个 盘 形 的 点 对 应 于 北 叶 球 的 点 ， 
另 一 个 对 应 到 南 伯 球 ， 便 使 我 们 有 了 一 种 方法 来 定义 从 P 到 球面 
的 同 肽 ， 相 反 的 方向 也 可 以 论证 我们 将 在 第 7 章 中 实行 );， 即 证 
Dist P 拓扑 等 价 于 球面 ， 则 了 满足 定理 (1.1) 的 假设 (a) 与 (b)@， 
从 而 Euler 定理 对 于 PP 成 立 。 所 以 ， 车 多 面体 P 与 8 都 同 胚 于 球 
面 ， 并 且 若 把 v 一 e+f 是 作 多 面体 的 Euler 数 ， 则 从 以 上 的 讨论 
知道 已 与 C 有 相同 的 Euler 数 ， 都 等 于 2。 

图 1.3 中 的 多 面体 却 完全 是 另 一 种 形状 。 它 同 胚 于 环 面 (我 们 
也 可 以 想像 怎样 把 它 连续 地 形变 成 如 图 1.10(b) 所 画 的 环 面 )， 它 
的 Euler 数 是 9。 对 于 任何 其 它 辣 凸 于 环 面 的 多 面体 计算 Euler 数 
必然 得 0( 但 这 是 比较 难 证 明和 的 ， 一 家 要 等 到 第 9 章 才 给 出 证 明 )。 
现在 我 们 只 差 一 步 就 到 达 拓 扑 学 里 最 基本 的 主要 结果 之 一 @ 。 

(1.2) 定理 拓扑 等 价 效 多 面体 具有 相同 的 Euler 数 。 

这 全 十 分 引 人 注 目的 结果 是 现代 拓扑 学 的 出 发 点 。 它 的 今 人 
惊奇 的 地 方 在 于 计算 多 面体 的 Euler 数 时 用 了 多 面体 揭 顶 点 数 、 
楼 数 与 面 数 ， 这 些 在 拓扑 等 价 之 下 都 不 是 保持 不 变 的 东西 。 于 是 
引起 人 们 去 寻找 空间 在 同 胚 之 下 不 改变 的 其 它 性 质 。 


(D ”假设 (a) 容易 验证 ，(b) 较 为 困难 ， 是 次 名 的 Jordan 曲线 定 理 的 一 个 特殊 情 
x. | 

Q AZ—EEBRIGACHBIOUOKUD EXEPURÉAENS RODA XB 
x. ME 
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以 后 我 们 还 要 回 到 Euler Ek, DLBDRCTOLiE 4 35 4E WDEDGE, 
的 多 面体 更 广泛 得 多 的 一 类 空间 可 以 定义 Euler 数 。 前 面 考 虑 的 
多 面体 只 不 过 是 有 顶点 、 酰 与 面 的 一 些 具 体 对 象 ， 除 此 之 外 并 没 
有 使 我 们 特别 威 兴 趣 的 地 方 。 从 拓扑 学 的 观点 来 看 ， 球 面 就 是 以 
代表 图 1.1 中 夯 的 所 有 多 面体 。 我 们 的 原则 大 体 是 Euler 数 2 不 
是 从 属于 某 一 类 多 面体 的 ， 而 实际 上 是 从 属于 球面 的 。 满 足 Eu- 
ler 定理 假设 的 多 面体 (也 就 是 同 胚 于 球面 的 多 面体 ) 只 不 过 是 给 
出 计算 球面 欧 拉 数 的 一 个 方便 的 手段 。 这 样 着 重 说 明 以 后 ， 定 理 
《1.2) 所 说 的 就 是 ， 从 看 起 来 不 同 的 途径 计算 ， 所 得 的 结 果 是 同 
一 个 。 在 9.2 节 中 将 继续 这 方面 的 讨论 ， 

我 们 用 Legendre 对 于 凸 多 面体 Euler 公式 所 给 出 的 颇具 硅 
心 的 证 明 来 结束 这 一 节 。 如 同 图 1.8 用 向 径 投影 将 多 面 体 上 映 到 中 
径 为 1 的 球面 上 。 多 面体 的 面 映 为 球面 多 边 形 。 若 @ 为 球面 ? 边 - 
JÉ, JA ait: 为 它 的 角 ， 则 的 面积 是 | 

一 artaz t e +a — (n— 2) 
< = (atat e Ha —nz 4272, — 

各 个 球面 多 边 形 面积 之 和 从 而 是 22v — 22e tnj, 
角度 总 和 为 2r， 所 以 2rb 包 括 了 所 有 各 个 a， 每 条 楼 EDT Wiz 
因为 它 恰好 属于 两 个 多 按 形 ， 每 个 面 贡 献 出 2r)。 这 个 面 积 与 球 
面 的 面积 47 相等 就 得 出 结 


1.3 曲面 


拓扑 学 所 讨论 的 空间 性 质 是 空间 在 前 面 所 说 拓扑 等 价 或 同 肛 
之 下 不 改变 的 性 质 。 但 什么 类 型 的 宏 间 是 我 们 感 兴趣 的 , “空间 ， 
的 确切 意思 是 什么 ? MEHET REREAD KKH, MÆ 
两 个 襟 间 之 间 的 连续 映射 又 是 什么 意思 呢 ? 这 一 节 以 及 下 一 节 我 
们 将 要 回答 这 些 问题 。 

先 看 几 个 有 趣 的 空间 。 搞 分 析 的 人 习惯 于 把 实数 H, AE 
dj, 30 dB IBI. EE SCBS c Hee SEC EROR TE ORE RO ERI. 
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作为 热心 于 几何 的 人 ， 我 们 的 兴趣 更 偏向 于 在 欧 氏 空间 内 自然 出 
现 的 某 些 有 蝇 图 形 。 例 如 ， 平 面 上 的 单位 圆周 ， 单 位 园 盘 ， 又 如 
图 1.10 中 画 的 球面 . 环 面 、M5bius 带 ， 以 及 穿 了 孔 的 双环 面 等 曲 
面 都 是 在 我 们 所 生活 的 三 维 实 间 内 实际 存在 的 ， 


C3 co Eg 


(2) 球面 (b) 环 面 (e) Möbius 带 ( 麦 比 乌 斯 带 》 


(d) 柱 面 (e) Klein f& (RERED) (D) SPEI 


图 1.10 


比较 复杂 和 不 好 想像 的 是 像 Klein 瓶 那样 的 曲面 。 任 何 企图 

把 Klein 瓶 在 三 维 空间 内 表现 出 来 的 誉 起 ， 都 必然 要 使 曲面 自己 

相交 。 在 我 们 所 画 的 图 1.10 中 ， 曲 面 自己 相交 于 一 个 小 圆 。 用 一 

个 模型 来 了 解 Klein 瓶 或 许 更 好 些 。 通 常用 来 表示 环 面 模 型 的 方 

法 是 取 一 个 长 方形 纸 片 接 图 1,11 的 方式 粘 合 它 的 边 。 若 村 制作 

Klein 狐 ， 前 一 段 手续 完全 一 样 ， 即 先 得 出 一 个 圆柱 面 ， 不 过 后 
一 全 


Æ Li 
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来 圆柱 面 的 两 端 按照 相反 的 方向 而 粘 合 ,为 了 作 到 这 一 点 ,需要 把 
圆柱 恋 过 来 穿 到 自己 里 面 去 ， 如 图 1.12 所 画 的 那样 。 


B 1.12 


EMEZAN, Klein 翘 ( 天 ) 可 以 完全 避 铝 自己 相交 而 表示 
出 来 。 设 想 垂直 于 纸 面 还 有 另外 一 个 第 四 维 数 ， 并 且 记 住 纸 面 表 
示 通 党 的 三 维 窗 间 。 在 天 的 自 交 圆 处 有 两 个 管子 穿 过 。 现 在 把 其 
中 一 个 略微 提高 一 些 到 四 维 空间 中 来 ,就 避 开 了 自 相 交叉 .如果 觉 
得 不 好 理解 ， 可 以 先 看 下 面 的 简单 情况 ， 或 许 容易 想像 一 些 ， 图 
1.13(a) 显 示 平 面 上 正 交 的 两 条 直线 。 设 想 我 们 希 S de f 变动 一 
点 位 置 和 而 使 它们 不 再 相 变 。 显 然 限制 在 平面 内 是 作 不 到 的 。 但 
是 ,如 果 把 垂直 于 纸 面 的 第 三 维 也 考 虑 进去 ,在 交点 附近 将 其 中 一 
条 直线 顺 着 新 添加 的 方向 略微 提高 一 些 就 消除 了 交点 ， 给 出 如 图 
1.13Cb) 所 示 的 两 条 不 相交 的 直线 ， 


| (2) (b) 
B 1.18 


tk STE E ER IARE B GJ IRL, JETURGIGERSGONS 
PAARE. IRIESBSHS EHE RE CTEDGIRE —RBEP0, RLDMERI Moz 
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间 来 处 理 。 在 图 1.14 中 列举 了 M6bius 4t M 的 三 个 拷贝 。 前 两 个 
之 间 的 同 胚 是 毋 良 置 疑 的 ， 只 要 把 它们 当 作 是 橡皮 作 的 就 不 难看 
出 中 。 橡 皮 作 的 前 一 个 Möbius 带 经 过 撑 拉 就 可 变 成 第 二 个 的 模 
TÉ. 但 是 图 1 .14(a) 与 图 1.14(¢) 又 怎么 样 昵 ? 这 两 个 E AAE 
的 。 但 无 论 怎么 撑 拉 、 弯 曲 、 扭 转 ， 都 不 能 将 一 个 形变 为 另 一 
个 。 要 说 明 这 两 个 密 间 同 有 三 ， 只 需 找 到 它们 之 间 的 一 个 连续 单一 
潢 映射 ， 霸 且 逆 映射 也 是 连续 的 。 忘 掉 计 的 那儿 种 图 样 而 自己 寻 
思 放 怎样 造 出 。 构 造 一 个 模型 是 容易 的 ， 取 一 个 长 方形 纸 条 来 ， 
捏 转生 周 后 将 一 对 对 边 粘 合 (如 图 1.15) 这 就 得 到 如 图 1.14(a) 


(Cc) 
图 1.14 
B 
A E 
Li 
E 1.15 


那样 最 常见 的 Möbius jf. Ef 0]1.14Ce»,- SR ITE TE DLL ER 
制作 过 程 中 将 纸 条 多 扭转 一 整 周 ， 也 就 是 ， 总 共 将 纸 条 扭转 一 周 
补 ， 然 后 粘 合 。 但 是 从 边 4 与 召 的 粘 合 关系 来 看 ， 扭 转 秆 周 与 一 

周 件 并 无 差别 ， 两 次 都 是 把 同样 的 点 对 粘 合 起 来 。 因此 ， 图 1.14 


© 把 空间 看 作 是 秆 应 作 的 。 BumSddAd cs 相当 长 的 历史 ; 这 种 想法 源 
出 于 MEbius， 大 约 在 1860 左 右 。 . 


12 


《a) 与 1.14(c)? 中 的 空间 是 同 胚 的 。 它 们 只 不 过 是 同一 个 空间 在 欧 
氏 空 间 内 的 不 同 表 示 。 虽 然 二 者 之 间 可 以 建立 同 胚 ， 但 是 这 种 同 
三 无 法 扩张 为 整个 欧 氏 衬 间 到 自身 的 同 肛 ， 所 谓 不 同 的 表示 就 是 
在 这 种 意义 之 下 来 说 的 。 换 甸 话 说 ， 不 存在 从 整个 欧 氏 空间 到 自 
身 的 同 胚 把 图 1.14(a) 喘 为 图 1 .14Cc). 

如 图 1.14 那 样 一 个 简单 而 毫 不 夸张 造作 的 例子 ， 使 我 们 深切 
感到 单 凭 直观 有 时 候 也 会 将 人 们 引入 歧途 。 这 就 产生 了 强烈 的 要 
R EMERARA HAARE EAR TAEA kE 
它们 在 欧 乓 空间 内 的 特殊 表示 。 下 面 我 们 将 设法 把 曲面 的 概念 用 
严格 的 数学 语言 转述 出 来 。 整 个 过 程 将 是 相当 长 的 ， 首 先 要 定义 
抽象 (拓扑 ) 空 间 ， 然 后 从 中 识别 出 曲面 ， 即 局 部 像 欧 氏 平面 的 空 
间 。 


1.4 ”抽象 空间 


探索 拓扑 空间 今 人 满意 的 定义 时 ， 有 两 点 是 需要 注意 的 @ 。 
这 个 定义 应 该 足 角 广 泛 ， 使 得 能 够 把 形形色色 的 对 象 包括 进来 作 
为 空间 。 我 们 将 把 有 限 离散 点 集 看 作 空间 ， 同 样 也 把 像 实 数 轴 那 
样 的 不 可 数 连续 点 集 作 为 空间 ， 我 们 所 得 意 的 几何 曲面 固然 包括 
在 空间 之 列 ， 而 诸如 复 在 面 的 单位 加 上 复 值 连续 画 数 所 构成 的 画 
数 空间 也 是 拓扑 空间 。 我 们 还 希望 能 对 这 些 空间 进行 某 些 简单 的 
构 作 ， 诸 如 作 两 个 空间 的 币 卡 尔 乘积 ， 或 将 一 个 空间 的 某 些 点 粘 
合 而 得 出 一 个 新 空间 (如 前 面 M6bius 带 的 制作 )。 另 一 方面 ， 空 
闻 的 定义 应 包括 足 急 多 前 讯 急 ， 使 得 两 个 空间 之 间 有 映射 的 连续 性 
可 以 定义 。 实 际 上 ， 正 是 这 后 一 个 考虑 引导 到 下 面 的 抽象 定义 。 

设 f ARAKEA RZE, f:ET-Et. dh 的 连续 
性 定义 可 以 陈述 如 下 ，j 在 xE E" 连续 ,假如 给 定 600,404E 829 
0, 使 得 当 |ly 一 xj <5 时 有 上 f(y) 一 fx) 过 s. 若 f 在 每 点 xCEE” 


O 现代 化 的 定义 很 晚 才 出 现 ， 托 扑 空间 的 公 弄 最 早 于 1914 年 在 Hausdorff 的 书 
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满足 这 个 条 件 , 则 f 吓 作 是 连续 映射 .E" 的 子 集 N UHER pc E" 
的 一 个 邻 域 ， 假 如 对 于 基 个 实数 7? 汪 0， 以 p 为 中 心 ，? APER 
闭 贺 盘 包 含 在 六 内 。 上 面 的 连续 性 定义 不 难 重 述 成 下 面 的 形式 ， 
f 为 连续 ， 假 如 对 于 任何 xEE"， 以 及 f(x) E E 内 的 邻 域 N， 
FINA x 在 E" 内 的 一 个 邻 域 。 

罕 间 的 每 点 有 一 组 ' 邻 域 '， 这 些 侣 域 色 引出 了 连续 映射 的 适 
当 定 义 ， 这 就 是 关键 所 在 。 注 意 在 欧 氏 空间 内 定义 邻 域 时 完 公 依 
车 两 点 之 间 的 欧 兵 距离 。 在 构造 抽象 空间 时 ， 我 们 希望 保留 邻 域 
的 概念 ， 但 要 避 灵 对 距离 概念 的 任何 依 顿 ( 拓 扑 等 价 不 保持 距 
BD. 

通过 对 欧 氏 空间 内 邻 域 的 观 绕 ， 导 致 了 下 列 关 于 拓扑 空间 的 
公理 。 

D WEUH— T €6X. TEEXET X 的 每 一 点 x 选 定 了 一 
个 以 美的 子 集 为 成 员 的 非 空 组 ， 这 每 个 子 集 奸 作 x 的 一 个 邻 域 。 
邻 域 需要 满足 下 列 四 条 公理 ， 


(a) x &'c f c5 HAAS E, 

(b) x 次 人 性 何 两 个 邻 域 前 交集 为 x 9 — SAL 

(0) ENA x 4pÀ, U 39 X 5T 4E, N, MUA ox doe 
MX. 

(d) ANA: $545 域 ,并 且 若 NN 表示 集合 (zc NIN X 2 45 
ABIR)» RINE x d$ ARR GAN HEN £5 P339. 


这 一 整套 结构 就 对 作 一 个 拓扑 空间 。 每 点 <EX 指定 以 满足 
公理 (a) 一 (g 的 一 组 邻 域 , 就 必 作 在 集合 所 上 给 了 一 个 拓扑 结 检 ， 
或 简称 拓扑 。 (为 了 对 公理 (dq) 的 背景 稍 作 说 明 ， 取 一 点 xc E", 
并 爸 B( 球 ) 为 到 x 的 距离 小 于 等 于 1 的 点 集 。 则 B 是 x 的 一 个 邻 
Jk, B 的 内 部 就 是 到 x rar DAR 的 集 验 (球体 减 
去 它 的 边界 ) ， 它 仍 是 x HPR. 

SERT DOR 2. BA, MAENE, i 
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乞 与 了 是 拓扑 空间 @ 。 映 射 SX Y 为 连续 ， 假 如 对 TX ht 
Hx. EORÉGOEY AREE 邻 域 N， 集 合 £O UON) A x TEX PS 
的 邻 域 。 映 射 f:X—Y üMEX — Ie. Riace 一 对 一 ,连续 
WA PEELA EKAS, WREE MRA I 
EFFY, XAHS RNTY. 

突然 之 间 事 情 变 得 复杂 起 来 ;我们 需要 一 些 例子 来 使 空气 次 
化 ， 并 有 助 于 直观 。 


例子 


Al. 任何 欧 氏 空间 按 通常 的 方式 定义 邻 域 就 是 一 个 dedi 
间 。 符 后 ， 我 们 将 证 明 不 同 维 数 前 欧 氏 空间 不 能 互相 同 肛 。 这 是 
一 个 困难 的 问题 ， 但 是 它 的 解决 关系 到 我 们 所 给 的 同 旺 定 义 是 否 
能 与 空间 维 数 的 概念 并 行 不 悖 。 

2. RX AHHA, YY 为 长 的 子 集 。 我 们 可 以 在 世上 按 如 
下 的 方式 定义 一 个 拓扑 。 对 于 一 点 2EY， 取 出 它 在 拓 PABX 
的 至 体 邻 域 来 ， 使 这 每 个 邻 域 与 Y 相交 。 所 得 的 交集 作为 y 在 Y 
内 的 邻 域 。 拓 扑 结构 的 公理 不 难 验证， 我 们 说 Y 具 有 子 空间 拓 
扑 。 这 是 一 个 非常 有 用 的 手段 ， 例 如 ， 这 使 我 们 可 以 把 欧 氏 空间 
的 任何 子 集 看 作 一 个 拓扑 空间 。 特 别 ， 我 们 曾经 举 出 过 的 各 个 曲 
面 都 成 了 拓扑 安 间 。 

3. 设 C 为 复 平 面 上 的 单位 圆周 ，[0,1) 为 大 于 等 于 0， 小 于 
1 的 实数 全 体 。 使 这 两 个 集合 分 别 具 备 平面 与 实数 轴 的 子 空间 
拓扑 。 按 foot 而 定义 大 [0,D 一 C， 则 给 出 了 一 个 连续 
了 映射。 注意 这 个 映射 是 满 单 射 。 它 的 逆 上 映射 不 连续 (为 什么 ? )。 
这 说 明 在 同 胚 定义 中 对 于 逆 映 射 的 连续 性 要 求 是 非常 重要 的 ， 如 
果 圆 局 能 够 同 胚 于 区 人 则 ， 那 将 是 很 全 人 扫兴 的 事 。 

4. 考虑 图 1.8 所 显示 的 情况 ， 井 把 球面 与 四 面 IBI fF 


O 每 个 字母 六 与 Y 包含 了 一 大 淮 内 容 ， 即 定 文 (1.3) 中 所 措 锭 的 复杂 结构 ,。 
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是 EHF., MeNEDUARITGE 5 给 出 这 两 个 宏 间 之 间 的 一 个 同 
胀 。 这 种 类 型 的 同 胚 路 作 一 个 单线 副 分 (这 里 得 到 的 是 球面 的 一 
bap o0. ， 后 面 有 一 章 专门 过 论 它 。 mu 

5. 集合 上 的 距离 画 数 或 度量 给 出 这 个 集合 上 的 拓扑 。 邻 域 
的 引进 符 如 欧 氏 空间 的 情形 。 我 们 对 于 某 个 画 数 空间 来 阑 明 这 一 
点 。 设 针 为 在 实数 轴 的 闭 区 间 上 定义 的 连续 实 画 数 集合 ， 这 个 
集合 内 的 画 数 必然 是 有 界 的 ，X 上 通常 的 距离 画 数 定义 作 


d(f,g)— sup|f GO — g(x) | 。 


对 于 JEX,X 的 子 集 六 为 了 的 邻 域 ， 假 如 对 于 某 个 正 实数 s， 所 
有 与 / 相 焉 小于、 等 于 e 的 画 数 都 在 N pu. 

6. 两 个 不 同 拓扑 空间 的 点 集 可 以 是 同一 个 。 作 为 一 个 比较 
怪 的 拓扑 结构 的 例子 ， 在 实数 至 体 上 定义 一 个 子 集 为 某 实 数 的 邻 
域 ， 假 如 它 含 有 该 实数 ， 并 且 它 的 余 集 是 有 限 集 。 这 就 给 出 了 与 
实数 轴 很 不 一 样 (不 同 胚 ) 的 拓扑 空间 。 注 意 ， 实 数 集 含 上 不 能 有 
一 个 距离 西数 给 出 这 个 拓扑 (为 什么 ? ) 。 

7, 设 针 为 一 个 集合 ， 并 且 对 每 点 xEX, 定 义 {*} 为 x 的 一 
个 邻 域 ， 从 而 按 公 理 (c)， 关 内 任何 含有 x 的 子 集 是 + 的 邻 域 。 
直观 地 看 ， 这 个 拓扑 使 藉 成 为 离散 的 点 集 ， 每 点 x 有 一 个 邻 域 不 
包含 任何 其 它 竟 点， 在 这 个 拓扑 之 下 ， 任 何以 和 为 定义 域 的 映射 
是 连续 的 。 Dd 

我 们 现在 已 经 有 了 充分 的 准备 来 怡 切 地 说 明 什 么 是 曲面 ， 用 
不 逢 一 定 要 限制 在 某 个 欧 氏 宏 间 内 来 考虑 问题 了 ， 

(1. 和 4) 定义” 曲面 是 那样 的 拓 掉 空间 ， 它 的 每 一 点 有 同 胚 于 
平面 前 领域 ， 苍 且 任意 不 同 的 两 点 有 不 相交 的 邻 城 。 

值得 用 一 点 时 间 来 较为 详细 地 检查 这 个 定义 。 要 求 空间 的 每 
一 点 ， 有 邻 域 同 胚 于 平面 正好 符合 我 们 直观 印 像 中 曲面 应 该 有 的 
样子 。 设 想 我 们 站 在 这 种 曲面 上 的 某 点 ， 低 头 看 脚 下 不 远 的 地 
方 ， 我 们 将 会 党 得 自己 是 站 在 一 张 平 面 上 。 地 球 表面 就 是 一 个 很 
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好 的 例子 。 除 非 你 是 天 圆 地 方 学 会 的 会 员 ， 你 一 定 相依 它 是 一 个 
球面 ， 可 是 从 局 部 来 看 它 非 常 像 平面 。 更 仔细 地 想 一 想 这 个 要 
求 : 空间 的 每 点 有 邻 域 同 胚 于 平面 。 我 们 必需 把 这 种 邻 域 本 身 看 
作 一 个 拓扑 空间 才 有 意义 。 但 这 不 至 于 带 来 困难 ， 邻 域 也 不 外 平 
是 窄 间 的 一 个 子 集 ， 因 此 可 以 给 它 以 子 空间 拓 提 ， 

第 二 个 关于 每 两 个 不 同 的 点 ， 有 不 相交 邻 域 的 要 求 是 更 带 有 
技术 性 的 根据 经 验 ， 曲 面 的 各 种 具体 的 例子 都 具有 这 个 性 质 ， 
然而 遗 城 的 是 局 部 像 平 面 的 空间 不 能 自动 满足 它 . 

我 们 所 给 出 的 是 尽 可 能 简单 的 定义 。 如 果 人 允许 曲 面 有 边缘 
( 像 Möbius 带 的 情形 ) , 则 不 能 期 望 每 点 月 邻 域 同 胚 于 至 面 。 我 们 
还 必需 允许 某 些 点 具有 同上 肚 于 上 全 盏 面 (由 平面 上 上 坐标 大 于 、 
等 于 需 的 点 构成 )。 所 有 我 们 见 到 的 关于 曲面 的 例子 , 当 它 们 被 给 
以 欧 氏 空间 的 子 空间 拓扑 时 ， 都 能 很 好 地 符合 这 个 定义 。 图 1.16 
举例 说 明 Möbius 带 是 合 于 这 个 定义 的 . 


1.16 


1.5 一 个 分 类 定理 


在 1.3 节 的 开头 ,我 们 骨 经 沾 白 自己 是 热 不 于 几何 的 入 ， 可 是 

后 来 逐渐 陷入 了 技术 性 的 细节 。 为 了 控 胖 这 种 处 境 (至 少 上 暂时 地 ， 

抽象 拓扑 空间 的 性 质 将 在 下 一 章 作 上 比较 详细 的 讨论 ) ， 我 们 回 到 
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曲面 的 理论 。 

我 们 将 限于 考虑 比较 好 的 一 类 曲面 ， 只 考虑 那 种 没有 边 的 曲 
面 ， 它 们 在 某 种 意义 之 下 是 自己 封闭 的 : 除 此 之 外 ， 还 要 求 曲 面 
是 连通 的 ， 即 只 有 一 整 块 ， 球 面 、 环 面 、Klein JE 这 些 是 我 们 中 
意 的 曲面 MHH- Möbius 带 则 应 排除 在 外 ,因为 它们 有 边 棱 。 
多 平面 以 及 像 图 1.9 表 示 的 曲面 不 是 “封闭 ” 的。 也 排除 在 外 。 确 
Bibi. RMA ZERENA. PA AE- En E k 
精确 定义 需要 等 到 第 3 ECF UL, 

值得 注意 的 事实 是 ， 如 果 我 们 同意 限于 考虑 这 些 所 请 的 ' 团 
昌 面 ', 则 我 们 可 以 符 切 地 说 出 这 种 曲面 一 共有 多 少 ， 也 就 是 可 以 
把 它们 分 类 。 这 就 是 说 ， 列 出 一 张 曲 面 的 表 ， 使 得 任何 闭 曲 面 必 
定 同 胚 于 表 上 的 一 个 
曲面 。 并 上 且 ， 这 张 表 不 
应 过 大 ， 换 名 话说 ， 表 


王 的 任何 两 个 曲面 不 同 

ti Br. 
ouv 可 以 按 下 迹 的 方式 
造 出 一 些 有 曲面， 取 一 
图 117 个 普通 的 球面 来 ， 控 去 


两 个 不 相交 的 圆 盘 ， 然 

后 添加 上 一 个 圆柱 面 ， 使 得 圆柱 面 的 两 个 边界 圆 分 别 粘 在 球面 上 

开 出 的 圆 孔 上 ， 如 图 1.17 所 未 ， 这 个 手续 对 作 “添加 一 个 环 柄 "到 

球面 b. HUM 进行 ， 得 到 添上 两 个 、 三 个 、 或 任意 有 限 多 个 环 

柄 的 球面 。 读 者 谅 必 看 出 带 有 一 个 环 柄 的 球面 只 不 过 是 ( 同 胚 于 ) 
一 个 环 面 。 通 过 添加 环 栖 将 给 出 我 们 表 上 曲面 的 件数 。 

RRE nPI Klein JBGIWERE S BE TE — HEBR IC x [n] Pa 

示 册 来， 因此 比较 难以 想像 。 幸 而 这 些 曲 面 的 模型 还 不 难 描述 。 

从 一 个 球面 开始 ， 控 去 一 个 圆 盘 , 并 在 此 处 添上 一 个 M6bius 带 。 

注意 Möbius 带 的 边界 是 由 一 整个 圆周 构成 ， 所 以 只 需 将 这 个 圆 
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周 与 球面 上 所 开 圆 洞 的 边界 圆周 粘 起 来 便 可 。 人 们 必需 想像 这 个 
粘 合 手续 是 在 某 个 具有 充分 余地 的 空间 内 完成 的 《四 维 欧 氏 空间 
SERE) . 如 同上 商 所 注意 到 ， 不 使 Mibhius 带 自己 相交 而 在 三 
维 空间 内 作 这 种 粘 合 是 办 不 到 的 。 所 得 到 的 闭 曲面 吓 作 射影 平 
mH. 

对 于 每 个 正 整 数 7n7， 我 们 可 以 从 球面 控 去 7 个 互 不 相交 的 加 
盘 而 各 替换 上 一 个 Mobius 带 ， 当 14 二 2 时 ,就 重新 得 到 Klein f, 
图 1 .18 的 用 意 就 是 打算 说 明 为 什么 是 这 样 。 将 Klein BE — HEzE 


"AC 
0 


(e) 


图 1.18 


© 在 第 4 章 中 .我们 将 讲 到 怎样 可 以 毫 不 涉及 空间 E? 或 E 内 的 模型 而 将 两 个 
拓扑 空间 粘 含 。 其 得 到 一 个 新 的 拓扑 空间 。 
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[HL Pa doi de EDI BEDG WAP. HRR AER FRADE 
自己 相交 ， 于 是 得 到 两 个 M6bius 带 ， 如 图 1.18(a) 。 取 出 其 中 之 
一 来 ， 标 出 边界 圆周 的 一 个 小 邻 域 ， 这 个 邻 域 同 胚 于 圆柱 面 。 除 
去 贺 柱 面 《 见 1.18(c))， 剩 下 一 个 略微 小 些 的 Möbius 带 。 读 者 
自然 会 想起 圆柱 面 同 胚 于 按 去 两 个 不 相交 贺 E 的 球 面 。 因 此， 
Klein 产 的 通常 描述 与 这 里 n—2 时 的 制作 完 双 一致。 

(1.5) 分 类 定理 ”任何 闲 曲 面 或 者 同 胚 于 球面 ， 或 者 同 E 于 
添加 了 有 限 多 个 环 柄 的 球 夯 ， 或 者 同 胚 于 挖 去 有 限 多 个 辆 意 而 代 
43k Möbius $ iR H, 

Bin HEC — ARARA, 代 之 以 M5bius 带 ， 
所 得 前 曲面 喜 同 胚 于 从 球面 控 去 三 个 圆 盘 而 代 之 A Möbius 带 。 
分 类 定理 将 在 第 7 章 中 证 明 。 

添加 了 7 个 环 栖 的 曲面 吓 作 坊 格 为 n 的 可 定向 曲面 。 称 它 
可 定向 ， 是 由 于 下 面 的 理由 。 如 果 在 这 种 曲面 上 画 一 条 平滑 的 闭 
曲线 ,在 曲线 上 某 些 点 选 定 切 向 量 与 法 向 量 ( 也 就 是 说 ， 在 各 点 附 
近 选 定 了 坐标 系 一 一 常 虹 作 局 部 序 向 ) ， 然 后 让 这 些 向 量 沿 曲线 
运行 一 局， 则 仍然 回 到 原来 的 一 组 向 量 〈 图 1.19(a)) 。 任 何 包含 
有 Möbius 带 的 曲面 不 满足 这 个 性 质 ， 因 此 吓 作 不 可 定向 曲面 。 在 
我 们 所 列表 中 的 后 一 中 都 是 这 一 类 。 图 1.19 0). € 明 当 切 向 量 与 
法 向 量 沿 着 Möbius 带 的 中 心 圆 运行 一 周 时 ， 法 向 量 方向 逆转 。 


(3) 2:007 (b) 
图 1.19 
可 定向 曲面 的 分 类 是 Mobius (1790—1868) 在 一 篇 为 申请 巴 
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歼 科 学 院 大 奖 所 写 的 论 康 中 和 初 欢 提出 并 解决 的 ， 当 时 他 已 71 岁 。 
审查 机 构 认 为 当时 政 到 的 一 些 手稿 都 不 值得 给 奖 , 因此 ，Mébius 
的 工作 最 后 以 一 篇 普通 数学 论文 的 面目 出 现 ， 


1.6 拓扑 不 变量 


我 们 应 当 立 即 指出 ， 试 图 将 所 有 的 拓扑 空间 予以 分 类 是 毫 无 
希望 的 。 但 是 我 们 愿意 谋求 一 些 途 径 ， 使 得 能 够 判断 两 个 具体 的 
空间 ， 上 比如 曲面 ， 是 否 为 同 胚 的 ， 

求证 两 个 空间 拓扑 等 价 ， 是 一 个 几何 问题 ， 将 涉及 怎样 造 出 
两 个 空间 之 间 具 体 的 同 胚 。 所 用 的 技巧 则 随 问 题 的 不 同 而 互 蜡 ，。 
我 们 已 经 给 出 了 例子 (至 少 提要 地 )， 证 明 Klein KAMTAR 
面 上 两 个 圆 盘 而 代 之 以 Möbius 带 所 得 的 空间 

求证 两 个 空间 不 同 胚 ， 则 是 性 质 完全 不 同 的 另 一 个 问题 ， 不 
可 能 将 两 个 空间 之 间 的 每 个 映射 拿 来 检验 ， 斯 定 它们 不 是 同 胚 。 
这 时 和 采取 的 办 法 是 俏 重 于 空间 的 ' 拓扑 不 变量 ": 不 变量 可 以 是 空 
间 的 某 种 几何 性 质 ， 也 可 以 是 数 ， 比 如 像 对 空间 有 定义 的 Euler 
数 ， 也 可 以 是 代数 系统 ， 比 如 从 空间 造 出 来 的 群 或 者 环 。 重 要 之 
点 在 于 这 些 不 变量 为 同 胚 所 保持 一 一 名 称 正 是 由 此 得 来 。 如 果 我 
们 怀疑 两 个 空间 不 同 胚 ， 可 以 计算 它们 的 不 变量 ， 一 旦 发 现 算出 
的 答案 不 一 样 ， 我 们 的 设想 就 得 到 证 实 。 下 面 举 两 个 例子 。 

在 第 3 章 中 我 们 将 引进 连通 性 的 概念 ， 大 体 上 说 ， 空 间 是 连 
通 的 ， 假 如 它 是 一 整 块 。 这 个 构 念 可 以 很 准确 地 定义 ， 并 且 人 们 
也 会 毫 不 惊奇 地 看 出 ， 当 施用 拓扑 映射 于 连通 空间 时 ， 所 得 的 结 
果 仍 然 是 连通 的 ;也 就 是 说 ， 连 通 性 是 拓扑 不 变量 , 平面 如 是 
连通 空间 的 一 个 例子 ， 直 线 E 也 是 。 但 是 ， 如 果 我 们 从 五! 除去 
原点 ， 则 空间 分 成 了 两 块 (相应 于 正 的 实数 与 负 的 实数 )， 这 就 是 
一 个 不 连通 的 空间 。 和 假定 有 一 个 同 胚 4:51->E? F 在 ， 则 它 将 诱 
导 一 个 同 胚 从 E!— (0) 3] E*— (h(05), 4B. E 除去 一 点 后 是 个 连 
通 空间 (还 是 一 整 块 )， 而 五 :一 {40}- 则 不 连通 。 因 此 ， 可 以 得 出 
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E! AREF E? 的 结论 。 
TEZSSR LA PTS, ZE Poincare 所 引进 的 一 种 构造 ,这 将 是 
第 5 章 的 主题 。 他 的 想法 是 对 于 每 个 拓扑 空间 对 应 以 一 个 群 ， 使 
得 同 胚 前 空间 具有 同 构 前 群 。 如 果 我 们 想 区 别 两 个 空间 ， 可 以 先 
尝试 以 代数 次 方式 来 解决 同 题 ， 计 算 它 们 的 群 ， 看 看 这 些 群 是 否 
同 构 。 如 果 这 些 群 不 同 构 ， 则 空间 是 不 同 的 (不 同 胚 )。 当 然 也 许 
我 们 运气 不 好 ， 得 出 相同 的 群 ， 这 时 就 得 谋求 更 精细 的 不 变量 来 
区 别 这 两 个 空间 。 
考虑 图 1.20 所 
画 的 两 个 空间 。 我 
们 不 能 指望 这 两 个 
空间 之 间 存 在 着 同 
Br. 归根 结 底 ， 环 
图 1.20 形 区 域 中 间 有 个 洞 
而 圆 盘 没有 ， 这 个 洞 的 影响 可 由 图 1.21 内 的 环 道 g 很 好 地 反映 出 
来 。 正 是 由 于 有 这 个 洞 ， 使 得 环 
道 不 能 在 环形 区 域 里 面 连续 地 
何 环 道 可 以 连续 地 缩 为 一 点 。 
, Poincare 的 构造 是 用 像 o 这 样 的 
环 道 来 产生 一 个 群 ， 所 谓 《〈 这 个 
环形 区 域 的 ) 基本 群 : 这 个 群 将 
使 环形 域 有 洞 的 事实 得 到 突出 的 
ERE. 图 1.21 
f& a 这样 的 环 道 将 给 出 基本 群 的 一 个 非 平 凡 元 素 。 再 看 环形 
区 域 ， 环 道 也 同 o 一 样 能 使 我 们 识别 洞 的 存在 ， 因 为 有 可 以 作 
不 经 过 洞 区 的 连续 形变 而 变 成 a 。 这 就 提示 说 应 与 a 代表 基本 
群 内 的 同一 个 元 素 。 考 虑 以 某 个 特定 的 点 为 环 道 的 起 点 与 终点 ， 
就 可 以 按 自 然 的 方式 作 环 道 的 乘积 。 环 道 与 的 乘积 as - Bp， 可 
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BERAE o miT EAAS 而 行 的 选 合 环 道 。 在 这 个 乘法 之 
下 ， 环 道 集合 本 身 不 能 构成 一 个 群 ， 但 如 果 把 (保持 端点 不 动 ) 可 
以 互相 连续 形变 的 环 道 等 则 起 来 ， 则 所 得 到 的 环 道 等 价 类 集合 确 
实 成 一 个 群 。 

以 上 的 讨论 可 以 严格 化 。 从 数学 上 说 , 拓扑 空间 X 内 的 环 道 
不 外 是 一 个 连续 映射 a :C 一 XX， 其 中 C 表示 复 平面 上 的 单 位 I 
周 ， 车 2(1) = 二?， 则 我 们 说 环 道 以 Pp 为 起 点 与 终点 。 图 中 环 道上 
标 出 的 箭头 指示 6 增加 的 方向 ， 基 中 9 为 C 的 参数 ，C 参数 化 为 
{e'*|10 志 0 所 27}。 把 第 头 逆 转产 生 另 一 个 不 同 的 环 道 ， 相 当 于 在 
基本 群 内 取 逆 元 素 。 最 简单 的 环 道 是 把 C 映 为 一 点 p 的 上 映射， 这 
个 环 道 代表 基本 群 内 的 单位 元 素 。 

圆 盘 的 基本 群 是 平凡 群 ， 这 是 因为 任何 环 道 可 连续 地 缩 为 一 
点 一 一 连续 形变 定义 的 细节 到 第 5 章 再 说 。 环 形 区 域 的 基本 群 为 
整数 所 构成 的 自由 循环 群 。 图 1.22 给 出 了 代表 0, 一 1 与 十 2 的 环 


-1 


1.22 


AXE 28. 1, R IER Fe ARA [SEE BS 3E AER. aC 为 XX 
内 的 环 道 ，h:X->Y mE, M ha:C->Y 定义 了 Y 内 的 一 个 环 
道 连续 形变 也 由 辣 胚 从 XX 渤 到 莽 。 我 们 可 以 得 出 结论 说 [ED 盘 
与 环形 区 域 不 是 同 及 的 。 

列举 儿 个 将 利用 基本 群 来 解决 的 问题 (三 个 来 自 几何 ， 一 个 
末 自 代数 ) ， 这 或 许 是 结束 本 章 ， 并 使 读者 对 以 后 各 章 得 以 窑 见 
端倪 的 最 佳 方式 ， 
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曲面 的 分 类 ”定理 (1.5) 所 列 的 表 中 任何 两 个 曲面 的 基本 群 
不 同 构 ， 因 此 ， 这 些 曲面 互 不 同 胚 。 

Jordan 分 离 定理 ”平面 内 的 任何 简单 闭 曲线 将 平面 分 为 两 
ik, 

Brouwer 不 动 点 定理 ” 圆 盘 到 自己 的 任何 连续 映射 至 少 有 一 
个 不 动 点 。 

Nielsen-Schreier 定理 ”自由 群 的 子 群 是 自由 群 。 

习 题 

1. 证明 对 于 任何 树 形 T,，v(T) -e(7) 三 1。 

2. 更 进一步 ， 证 明 对 任何 图 六， v) -ed)xr, 58$ 号 仅 
当 工 为 树 形 时 成 立 。 

3. 证 明 在 任何 图 内 总 可 找到 一 个 树 形 包含 所 有 的 顶点 。 

4. 在 图 1.3 的 多 面体 中 找 一 个 树 形 包含 所 有 的 顶点 。 造 对 偶 
KT, HERT aA. 

5. 作 了 习题 4 以 后 ， 将 TT 与 都 在 多 面体 内 增 厚 。 荆 是 
树 形 ， 所 以 增 厚 以 后 变 成 盘 形 .。 工 增 厚 变 成 什么 ? 

6. 设 P 为 正 多 面体 ， 它 的 每 个 面 有 ?个 边 ， 每 9 个 面相 交 
于 一 个 顶点 。 用 Euler 公式 证 明 


1 
p tq = 十 ° 


7. 从 习题 6 导出 ， 正 多 面体 只 有 5 种 。 

8. 对 于 图 1.3 所 画 的 多 面体 验证 v 一 e 十 1 二 0。 找 出 一 个 可 
以 形变 为 哑铃 面 ( 见 图 1 .23(c)) 的 多 面体 ,并 计算 它 的 Euler 数 

9. 观察 一 个 网 球 的 表面 ， 是 否 能 看 出 那 是 两 个 盘 形 相交 于 
ET E 

. 试 写 出 实数 轴 与 开 区 间 (0,1) 之 间 的 一 个 同 胚 ,证明 寿 

RR AORICRLRU, 

11, 设想 图 1.23 所 画 的 曲面 是 橡皮 作 的 。 对 于 每 一 对 空间 
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X zz Ses BL E rd Y — eri JUST 


X= 穿孔 环 面 个 国 杜 面 在 一 个 方 次 上 焊接 


X MEME ECRUA M Y = 两 冉 “ 环 绕 ” 的 哑铃 而 
图 1.23 


X,Y， 通 过 自己 思考 而 确认 半 可 以 连续 地 形变 为 Y，。 

12， 图 1.24 画 出 从 除去 了 北极 的 球面 到 平面 的 “ 球 极 平面 d 
Ez. 写 出 7 的 
公式 ， 并 验证 "AE 
[E] HR, 

注意 7 提供 了 
除去 南北 极 的 球面 Eo 1.24 
与 除去 原点 的 平面 间 的 一 个 同 胚 。 

13. 设 x 与 y 为 球面 上 的 点 ， 求 出 球面 的 一 个 把 x EF y 的 
EUN 

14， 用 长 方形 纸 条 作 一 个 Möbius df, HWRE Btb 
开 。 结 果 如 何 ? 


15. 将 Möbius 带 沿 着 在 边界 与 中 心 加 正中 间 的 圆周 剪 开 。 
沿 着 从 边界 算 起 三 分 之 一 距离 的 圆周 葛 开 。 得 到 的 都 是 什么 空 
间 ? 

16. 著 将 长 方 纸 条 扭转 一 整 周 粘 起 来 ， 工 沿 着 中 心 圆 剪 开 ， 
结果 如 何 ? 

17. 5E X. f:[0, D C 按照 1 (x) —e??*. VEHI f 25 YE BEI 
音 射 。 找 一 点 xc [0,D 与 x 在 [0,1) 的 一 个 邻 域 N， 使 得 P (ON) 
不 是 f(x) 在 C 内 的 一 个 邻 域 。 由 此 ， 导 出 f 不 是 同 胚 ，。 

18 .如果 你 感到 习题 11(b) AWN 


p 难 ， 按 下 述 方 式 作 抛 去 一 个 圆 盘 的 环 
面 。 先 取 一 个 正方 形 来 ， 它 的 边 将 要 

77] 按 通 常 的 方式 粘 合 以 得 到 环 面 (图 
1.25) 。 注 意 ， 那 四 块 阴 影 部 分 拼 起 
来 构成 环 面 上 的 一 个 盘 形 。 将 这 四 决 
从 正方 形制 掉 ， 剩 下 部 分 按 原 来 该 粘 
合 之 处 粘 上 。 

图 1.25 19. EX odd Y EX it 

子 集 。 验 证 所 谓 子 空间 拓扑 确实 是 上 的 一 个 拓扑 。 

20， 证 骨 图 1 .8 的 向 径 投影 是 从 四 面体 表面 到 球面 的 一 个 同 
胚 (二 者 都 假设 具有 有 从 E 得 来 的 子 空间 拓扑 ) 。 

21. 设 C 为 复 平面 上 的 单位 圆周 ， 卫 为 以 C Po OUS. 
给 定 两 点 x,yE D 一 C， 找 一 个 从 也 到 DD 的 同 胚 ,使 x 5 y Hif 
并 且 使 C 上 每 点 不 动 。 

22. C,D 如 前 一 题 ， 定 义 h:D 一 C>D 一 C 按照 

h(0) 一 0， 
.h (rei *) = r exp [i(e+ a: J. 

NES] AGE. [B h RÉRES GEOU— RAD EDD OIN. MAER 
天 在 万 的 一 条 直径 上 的 影响 。 
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23， 用 连通 性 的 直观 概念 论证 圆周 与 蕉 了 一 个 角 的 圆周 不 能 
ig EE (1.26). 


贺 周 giki 
图 1.26 


24. 设 X,Y 为 平面 上 的 子 空间 ,如 图 1.27。 假 定 环形 区 域 到 


自 AORERE 
边界 圆周 上 的 点 映 到 
边界 圆周 上 名 ， 论 证 
X mBEIIBSTY. 


25. RX 5Y E 1.27 
如 -上 题 ， 考 虑 E 的 下 列 两 个 子 空间 
Xx[0,1]1-(G,y,2| (x, e X,0oxz«1h 
Y x[0,1]zí6G,v,2| x, € Y,oxzx1). 
读者 试 自 己 通过 思考 而 确信 如 果 这 两 个 空 A B 
间 是 橡皮 作 的 ， 则 从 一 个 可 以 形变 成 另 一 
个 ， 从 而 它们 是 同 胚 的 。 
26, 假定 读 考 已 作 了 习题 14， 证 明 将 c D 
圆柱 面 边 界 圆周 之 中 一 个 的 各 对 对 径 点 粘 
合 就 得 到 一 个 Möbius 带 。 
27. 如 图 1.28 作 出 Klein Jj —4- 1t 
型 。 沿 直线 CD 切 开 ， 然 后 粘 合 标 AB 
字样 的 两 条 线 。 观 察 所 得 结果 ， 并 导出 : 
Klein 瓶 是 由 两 个 具有 公共 边界 的 Mibius A B 
带 构 成 。 图 1.28 


Q 不 太 容 易 证 明 ， 见 定理 (5.24) HEH. 


2, 连续 性 


2.1 开 集 与 闭 集 


第 1 章 所 给 的 拓 扩 空间 定义 虽然 合乎 我 们 直观 上 对 于 襟 间 的 
要 求 ， 但 用 起 来 大 不 十 分 方便 ， 因 此 ， 我 们 的 第 一 个 任务 就 是 拿 
出 一 组 等 价 的 ， 但 更 便于 运用 的 公理 。 

设 革 为 拓扑 空间 ， 半 的 子 集 是 作 是 开 集 ， 假 如 它 是 它 自 己 
每 个 点 的 邻 域 。 注 意 按 定 义 (1.3)7 的 公理 (c, 任意 一 组 开 集 的 并 
和 集 是 开 集 ， 按 那里 的 公理 (b), 任意 有 限 多 个 开 集 的 交集 为 开 集 。 
整个 空间 愉 与 空 集 如是 开 梨 。 而 且 对 于 一 点 x 的 邻 域 WN， 公 理 
《qd) 告 诉 我 们 六 的 内 部 是 一 个 开 集 ， 它 含有 x , 才 且 包 含 在 广内， 

在 请 内， 一 个 集合 是 开 集 ， 假 如 对 于 它 的 每 点 有 以 这 点 为 
中 心 的 球 包 含 在 集合 内 。 例 如 ， 由 不 等 式 z>0 定 义 的 中 空间 是 开 
JE: 坐标 满足 安 十 久 二 2 < 的 点 集 也 是 开 集 。 另 一 方面 ， 由 
z > 0 定义 的 侍 空间 不 是 开 集 ， 因 为 包围 着 (x, 胃 ) 平 面 上 一 点 的 
球 ， 无 论 多 么 小 ， 一 定 伸 到 由 > < 0 决定 的 于 中 空间 内 去 。 一 组 
无 穷 多 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 ， 例 如 ， 和 集合 组 


fess, 2) x e yere) n—1,2,3,*- 


的 各 集合 一 齐 拿 来 作 交集 得 到 的 是 53 的 原点 ， 不 是 开 集 。 
现在 我 们 试 从 另 一 个 方向 着 手 ， 从 开 集 的 概念 出 发 ， 对 于 每 
点 造 出 一 组 邻 域 来 。 于 是 假定 对 于 集合 蔷 给 定 了 它 的 一 组 子 集中 
作 开 集 ， 使 得 任意 多 个 开 集 的 并 和 集 是 开 集 ， 任 意 有 限 多 个 开 集 的 
交集 是 开 集 ， 整 个 和 X 与 空 集 也 是 开 集 。 对 于 半 的 点 x ， 我 们 称 关 
的 子 集 四 为 x 的 邻 域 ， 假 如 可 以 找到 开 和 集 0， 满 足 x€E O GEN。 
我 们 说 ， 这 个 邻 域 定义 使 和 X 成 为 一 个 拓扑 衬 间 。 每 点 至 少 有 
一 个 邻 域 , 全 空间 X 就 是 ;定义 (1.3) 的 公理 (a) 与 (c) 显 然 满 足 。 车 
Ny, Na 是 x B9 203 MANE 01, ORE rE OSEN, E OsSN,, 
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FEA XCO,DO;cN,CN, [B ONO ETE, K, N, NN, 是 
x 的 邻 域 ， 这 就 验证 了 公理 (b)。 最 后 ， 设 N 是 x 的 邻 域 ， 售 NN 
为 以 N 为 邻 域 的 点 < Me. WIRO ,使 得 xE OSCN， 作 为 开 
集 ，O 〇 是 它 自己 每 一 点 的 邻 域 ， 因 此 ， 0 包含 于 N。 因 此 ， 六 为 
x 的 邻 域 ， 这 就 验证 了 公理 (d)， 

我 们 决定 多 一 个 圈子 。 换 名 话说 ， 从 一 -组 所 谓 的 开 集 出 发 ， 
构造 出 一 个 拓扑 空间 X， 然 后 再 看 这 个 空间 内 的 开 集 。 这 两 个 
“ 开 的 概念 是 否 重合 呢 ? 回答 是 骨 定 的 。 因 为 若 O 是 原来 的 开 集 
之 一 ， 则 按 邻 域 的 定义 ，O 是 它 自己 每 点 的 邻 域 ， 因 此 它 是 拓扑 
空间 区 内 的 一 个 开 集 。 反 之 ， 若 呆 是 空间 X 的 一 个 开 集 ， 它 是 它 
自己 每 点 的 邻 域 。 因 此 ， 对 于 xEU, 可 以 找到 原来 的 开 集 0; 使 
f x€ O,CU,-TFREU-U(O.Ix CU) 是 原来 意义 之 下 的 开 集 , 因 
为 任意 一 组 开 集 的 并 集 是 开 集 。 我 们 留 给 读者 去 检验 另 一 种 可 能 
性 ， 即 从 一 个 拓 站 空间 出 发 ， 引 进 开 集 的 概念 ， 然 后 用 这 些 开 集 
对 于 每 点 造 册 一族 邻 域 ， 则 所 得 的 这 些 邻 域 正 是 原来 空间 内 按 公 
理 规 定 的 邻 域 。 

以 上 的 讨论 说 明 有 充分 的 根据 将 拓扑 空间 的 定义 以 开 集 为 出 
发 点 来 重 述 。 

ADEL ”集合 人 上 前 一 个 拓扑 是 由 XX 的 子 集 所 构成 的 一 
个 非 空 组 ， 它 的 成 员 叫 作 开业 ， 它 们 满足 下 列 要 求 : 任意 多 个 开 
傈 的 并 集 是 开 集 ， 有 限 多 个 开 集 前 交集 是 开 集 ，XX 与 空 集 是 开 
傈 。 和 集合 配备 了 它 上 面 六 一 个 拓 站 况 后 叫 作 一 个 拓扑 空间 。 

从 此 以 后 ， 我 们 将 采用 这 个 定义 ， 

在 E" 的 “通常 ' 拓 提 中 ， 开 集 的 齐 划 和 如下， 集合 UU 为 开 集 , 假 
如 对 于 xEU， 总 可 以 找到 正 的 实数 e， 使 得 以 x 为 中 心 ，。 为 牛 
径 的 球 整个 落 在 U 内 。 每 当 提 到 5*" 时 ， 我 们 总 认为 给 的 是 这 个 
拓扑 。 

若 飞 为 拓扑 空间 ， 工 为 夭 的 子 集 ， 芋 上 的 子 空间 拓扑 ， 或 诱 
导 拓 扑 是 以 六 的 开 集 与 工 的 交集 作为 这 个 拓扑 的 开 集 而 定义 的 。 
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换 句 话说 ， 世 的 子 集 忆 在 子 空间 拓扑 之 下 为 开 集 ， 假 如 我 们 可 以 
找到 XX 的 开 集 O， 使 得 U 二 ONY。 此 如 ， 欧 氏 空 间 的 任何 子 集 
就 按 这 种 方式 得 到 一 个 拓扑 。 每 当 我 们 说 起 拓扑 空间 无 的 一 个 子 
空间 YY 时， 总 是 理解 为 Y 是 XX 的 子 集 ， 并 配备 了 子 空间 拓 着 .。 

一 个 极端 的 情形 是 上 的 离散 拓扑 ， 这 时 ， 关 的 每 个 子 集 是 
开 集 ,这 是 在 一 个 给 定 的 集合 XX 上 所 可 能 有 的 最 大 拓扑 (如 果 一 个 
拓扑 包含 了 另 一 个 拓扑 内 所 有 的 开 集 ， 则 说 它 “大 于 ?另外 那个 拓 
扑 )。 上 共有 离散 拓扑 的 空间 叫 作 离散 空间 。 例 如 ， 若 我 们 取 EÑ 
具有 整数 坐标 的 全体 点 ， 并 给 以 子 空间 拓扑 ， 则 所 得 的 是 离散 空 
间 。 

拓扑 空间 的 子 集 踢 作 闭 集 ， 假 如 它 的 余 集 是 开 集 。 考 虑 平面 
上 的 子 集 ， 如 单位 圆周 、 单 位 圆 盘 ( 坐 标 满足 x? 十 站 1 的 点 ) 及 
夯 数 了 二 e* 的 图 象 ， 或 满足 xcvi 从， 等 等 。 所 有 这 些 都 
是 闭 集 ， 其 次 在 E? 内 考虑 满足 x 宇 0 与 y > 0 的 点 (z, 妇 的 至 体 
所 构成 的 集合 4。 A 不 是 闭 集 ， 因 为 x 轴 在 它 的 余 集 内 ， 但 是 中 
OEE x 轴 上 的 任何 球体 必 与 4 相交 ,同时 注意 4 也 不 是 开 集 ， 
因此 ， 子 集 可 以 猎 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 。 但 集合 也 可 以 同时 是 开 
的 又 是 用 的 。 例 如， 取 空 间 天 为 :内 满足 x 1, 或 入 一 1 的 所 
有 的 点 ( x, y ) 构 成 ， 具 备 由 ?诱导 的 拓扑 。 半 内 第 -- 个 坐标 为 
正 的 点 所 构成 的 子 集 是 XX 内 既 开 又 闭 的 子 集 (但 它 当 然 不 是 E? 的 
开 集 )。 注 意 任意 多 个 闲 集 的 交集 为 困 集 ， 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 
是 闭 集 。 只 需 用 De Morgan 公式 就 可 论 明 这 些 。 

闭 集 可 接 下 述 方式 列 划 。 设 4 为 拓扑 宏 间 X 的 子 集 ， 一 点 
pC X IE A BOR ER P3 CERE A), 假如 7 的 每 个 邻 域 包含 了 A 一 {p} 
的 至 少 一 点 。 如 下 面 的 例子 表明 ， 有 4 的 极限 点 可 以 属于 A， 也 可 
以 不 属于 A. 

例子 

1. 了 到 为 实数 轴 RO. E! 的 通常 称呼 与 记 法 ), KE TRA BUR 
1/n，7 二 1,2, - 33k. 则 和 恰好 有 一 点 极限 点 ， 即 原点 。 
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2. 仍然 取 X 为 实数 轴 ， 设 A 二 [0,1)。 则 A4 的 每 点 为 4 的 
极限 点 ， 除 此 之 外 ，1 也 是 4 的 一 个 极限 点 。 

3. 设 XX 为 E53，A4 由 坐标 为 有 理 数 的 点 允 体 构成 。 则 E? 的 
每 点 为 4 的 极限 点 。 

4. 另 一 个 极端 设 A 己 E3 为 坐标 是 整数 的 点 集 。 则 和 4A 没有 
任何 极限 点 。 

5. 取 久 为 双 体 实数 配备 以 所 谓 余 有 限 拓扑 。 这 里 ， 一 个 集 
合 为 开 集 ， 假 如 它 的 余 集 为 有 限 或 整个 人 X。 若 取 4 为 交 的 任何 无 
穷 子 集 ( 上 比如 说 整数 至 体 )， 则 闫 的 每 点 为 4 的 一 个 极限 点 ， 另 一 
方面 ， 关 的 有 限 子 集 在 这 个 拓扑 之 下 没有 极限 点 。 

(2.2) 定 理 ”一 个 子 集 为 闭 集 ， 当 而 且 仅 当 它 包含 了 自己 所 
有 的 极限 点 。 

证 明 若 4 为 闭 集 ， 则 它 的 余 集 X 一 4 为 开 集 。 由 于 开 集 是 
它 自 己 每 一 点 的 邻 域 ，X 一 4 的 任何 一 点 不 能 是 4 的 极限 点 。 因 
此 ，4 包含 了 它 自 己 所 有 的 极限 点 。 反 之 ， 若 4 包含 了 它 自 己 的 
所 有 极限 点 ,对 于 任意 的 xE X-A， 由 于 x 不 是 4 的 极限 点 ， 可 
以 找到 x 的 邻 域 N 与 4 不 相交 。 因 此 ，N 在 XX 一 A 内， 这 表示 说 
一 A 为 它 自己 每 点 的 邻 域 ， 从 而 是 开 集 。 于 是 知道 4 是 闭 集 。 

和 4 与 它 所 有 的 极限 点 的 并 和 集 是 作 和 4 WAN, EA. 

(2.3) 定 理 从 的 闭 包 是 最 小 前 包含 4 的 闭 集 ， 换 名 话说 ,是 
包含 4 的 一 切 闭 业 之 交 。 

证 明 首先 注意 4A 确实 是 闭 集 ,因为 若 xE X 一 入， 我 们 可 以 
找到 x 的 开 邻 域 U 与 4 不 相交 ， 由 于 开 集 是 它 每 一 点 的 邻 域 ，U 
也 不 能 包含 4 的 任何 极限 点 ,因此 , 有 开 和 集 品 使 得 xEUCX 一 4. 
因此 ，X 一 4 是 它 自己 每 一 点 的 邻 域 ， 它 必然 是 开 集 。 若 互 是 包 
含 和 4 的 任意 一 个 闭 集 。 则 A 和 的 每 个 极限 点 也 是 BB 的 一 个 极限 点 ， 
因此 必 属 于 BB。 这 就 得 到 乞 忆 B。 由 于 为 闭 集 ， 包 含 4， 霸 且 
包含 于 任何 包含 4 的 闭 集 ，4 必 然 是 所 有 包含 4 的 闭 集 的 交集 。 

(2,4) 深 一 个 集合 为 闭 集 ， 当 而 且 仅 当 它 等 于 自己 的 闭 
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&. 

闲 包 等 于 整个 空间 的 集合 叫 作 是 稠密 的 。 上 面 例 3 就 是 这 个 
情形 。 稠 密集 与 空间 的 任何 开 集 相 交 。 

集合 4 的 内 那 是 包含 于 A 的 所 有 开 集 之 并， 记 作 A。 立 刻 可 
以 验证 一 点 x 属于 4 的 内 部 ， 当 而 且 仅 当 4 是 x 的 邻 域 。 开 集 是 
它 自己 的 内 部 。 在 E? 内 如 果 用 成 表示 单位 加 He HUN Eey 
过 1 的 点 (x, 四 的 集合 ， 则 也 的 内 部 是 D 一 C， 这 里 C 是 单位 图 
Jd. 圆周 C 的 内 部 为 空 集 ， 因 为 平面 上 包含 于 C 的 开 集 RAZ 
集 . 
另 一 个 有 用 的 概念 是 集合 的 边界 。 集 合 4 的 边界 是 定义 作 有 4 
的 闭 包 与 XX 一 Af iude. — SET RCESUEX NUURIRST A 
的 内 部 ， 又 不 属于 X 一 入 内 部 的 点 所 构成 的 集合 。 例如， 在 平面 
内 ， 单 位 贺 稚 D， 它 的 内 部 DD, 以 及 单位 圆周 C 都 有 相同 的 边界 ， 
即 C。 下 ?内 具有 有 理 坐 标的 至 体 点 以 整个 下 为 边界 ， 因 此 ， 一 个 
子 集 的 边界 可 以 是 整个 空间 。 

设 集合 人 上 有 了 一 个 拓扑，B 为 这 个 拓扑 的 一 组 开 集 ， 使 得 
每 个 开 集 可 以 写成 8 中 成 员 的 莽 集 。 则 5 叫 作 这 个 拓扑 的 一 组 拓 
扑 基 。 一 个 等 价 的 陈述 方式 是 对 于 任意 点 xEX, 以 及 x 的 邻 域 
N， 有 8 的 成 员 B ,使 得 xeE BESN。 实 数 辅 的 拓扑 提供 了 一 个 很 
好 的 例子 ， 在 那里 ， 全 体 开 区 间 梅 成 一 组 拓扑 基 。 而 具有 有 理 数 
端点 的 开 区 间 公 体 构 成 一 组 更 小 些 的 拓扑 基 ( 注 意 这 第 二 组 拓扑 
基 是 可 数 的 )。 

用 给 出 一 组 拓扑 基 的 办 法 来 描述 拓扑 结构 往往 是 很 有 方便 之 
处 的 。 为 此 ， 我 们 愿意 知道 在 什么 条 件 之 下 关 的 一 组 子 集 是 菜 个 
拓扑 的 拓扑 基 。 

(2.5) 定 理 设 有 是 由 大 的 子 全 构成 前 一 个 非 空 组 。 若 内 
有 限 多 个 成 员 的 交 仍 属于 B， 并 且 若 UB 二 X， 则 B 是 XX 上 某 个 拭 
db dedi. 

证 明 取 有 成 员 一 切 可 能 的 并 集 作 为 开 集 ， 验 证 它们 满足 一 
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个 拓扑 必需 满足 的 要 求 ， 
习 S 
1. PREX 内 的 任意 子 集 4,B, 验证 下 列 性 质 ， 


(aj (UB 2AU B, 

(e) (AnB)- An B; 

(f) CA)* — A, 
试 说 明 在 (b) 与 (d) 内 等 导 未 必 成 立 。 

2. 在 实数 轴 上 找 一 组 闭 集 ， 它 们 的 并 集 不 闭 ，。 

3. 试 确定 下 列 平 面 点 集 的 内 部 ， 闭 包 与 边界 : 

Ca) (G, 2] 1 x? ry? x2)5 

(b) E'Ek d: Pi 4 eb hs 

(c) E?— ((x, sin(1/x) | x20). 

4. 求实 数 轴 内 下 列子 集 的 极限 点 ， 

(2) ((/m) + (1/2) | m, n—1,2, +}; 

(b) ((1/n)sinn|n— 1,2, e}. 
5. WAREIELX HART i OXX FE ENOS 
Ano, 


GEY XL ZGRY HyrÓ|BL upBZIEXRBUT 
空间 。 

7. 设 了 是 称 的 子 室 间 。 证 明 工 的 子 集 为 工 的 闭 集 ， 假 如 它 
是 了 与 改 内 一 个 财 集 的 交集 。 若 4 为 了 的 子 集 ， 证 明 在 也 内 取 八 
的 用 包 ， 与 在 必 内 取 了 4 的 亲 包 ， 再 与 了 作 交 集 ， 其 结果 是 一 样 
的 。 
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8. BRY AXTA. MTACY, 4 Ay 为 4 在 Y 内 的 
内 部 ， 让 为 A 在 关内 的 内 部 证 明 AxS A, fH 例子 来 说 
明 两 者 未 必 相 等 ， 

9. igY AXB FX. X AGFOXDTY,. RHY EODD 
X, WEB] A25 X PqRSOE DHE. 

10. 证 明 一 个 集合 的 边界 总 是 包含 它 内 部 的 边界 。 AUB 的 
边界 与 4 的 以 及 日 的 边界 之 间 有 什么 关系 ? 

11. 设 关 为 实数 全 体 所 构成 的 集合 ，8 为 形状 如 {rlar 
5， 基 中 < 的 子 集 组 。 证 明 有 是 YX 上 一 个 拓扑 的 一 组 拓扑 基 ， 
莽 且 在 这 个 拓扑 之 下 有 的 每 个 成 员 弃 是 开 集 ， 又 是 闭 集 ,证 明 这 
个 拓扑 不 具有 可 数 拓扑 基 。 

12. 证 明 若 六 的 拓扑 具有 一 组 可 数 的 拓 盾 基 ， 则 入 有 可 数 
稠密 集 。 若 空间 的 拓扑 具有 可 数 拓扑 基 ， 则 称 为 第 二 可 数 空间 。 
具有 可 数 笛 密 子 集 的 拓扑 空间 称 为 是 可 分 的 


2.2 连续 映射 


连续 性 的 概念 用 开 集 来 陈述 TT Jj E. X 5Y » 拓 扑 空 

IB]. 

(2.609838. AX AY dnkdp ik Sk. 3j;m gm S Y 8) 每 个 开 
4L EX P0945 RAAX XA. 

证 明 ”回顾 第 1 章 中 对 连续 性 所 下 的 定义 .映射 :XX 一 了 这 
续 , 假 如 对 X 的 每 点 x ,以 及 f(x) 在 Y 内 的 邻 域 N， 和 集合 OCN) 
是 x 在 X 内 的 邻 域 。 现 在 若 了 连续 ，O 为 Y 的 开 集 ， 则 OO 为 它 自 
已 每 点 的 邻 域 ， 因 此 f71(0) 必 需 为 它 自己 每 点 在 空 AXAR 
域 。 于 是 知道 SOCO AX BUDE. EEH Za d8 XR BB 
自己 去 完成 。 

(2.7) 定 理 连续 映射 的 述 合 为 连续 。 

证 明 设 1:X 一 Y，g:Y->Z 为 连续 ; 设 0 为 Z 内 的 开 集 ， 
34 


(g o /) 1 (0) — fg" CO); 


又 由 于 9 连续 ，9-:(9) 必 为 了 的 开 集 ， 再 由 了 的 连续 性 可 知 
[797 (9) 必 在 X 内 开 。 因 此 9o 了 连续 。 

(2,8) 定 理 设 /:X 一 Y ik, E EUR A CX 具有 子 空 间 撕 
db. Ai disk 41 fA: 4 一 了 连续 。 


证 明 OAY ABTH, HEE 
(1A) (09) — An TO), 


由 于 了 连续 ， 广 !(9) 是 XuBSFSE. BECA) 7 (00 TE IRI 
ARATE, MERC. OREA AERE. 

MX EX 3848 RR EL CL Bae Sp UE IE X 的 恒 等 映 射 , 记 作 1x。 

车 将 1x 限 制 在 关 的 于 空间 A4， 则 得 到 含 人 喘 射 
1: AX, 

《2.9) 定 理 THARF: 

(a) fj 和 一 是 连续 映射 

(b) ALR Y 45— £8 de dp E.P P3 ARA TE 89 C023 X 89704, 

C) fCAD) ETC, | T XB T AA, 

(d) f^(B) cf? (B5, FY 的 任何 子 集 日 ， 

( Y RETARDER X n E. 

证 明 效率 最 高 的 一 条 路 是 验证 下 面 的 五 个 蕴涵 关 条: (a) 
—0)2()2()2()290), 我 们 只 打算 完成 共 中 的 两 个 ， 留 
下 三 个 给 读者 自己 去 作 。 考 虑 (b) 访 (ec), 设 和 A 为 区 的 子 集 ， 当然 
f(A) CFCA)， 因 此 ,我 们 必需 证 明 车 x*E 和 4 一 A, 则 点 1 (x) 为 1(A) 
的 极限 点 。 若 NN 是 f(x) 在 了 内 的 一 个 邻 域 ， 我 们 可 以 找到 内 的 
FEB, (Ef f(x)E€ BCN, 假定) 成 立 ,集合 /1(B) 为 区 的 开 
集 ， 从 而 是 x 的 一 个 邻 域 . 但 x 是 4 的 极限 点 ， 这 表示 说 三 1(B) 
必 含 有 4 的 点 。 因 此 昌 ， 从 而 N， 含 有 (A) 的 点 ， 如 所 欲 证 。 
WIERD), EEF BEY Bopp, RpB—B. zin 
则 有 
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FB af (Byxf(B), 
所 以 JCB) X NHK. 
例子 ” 设 C 为 复 平面 上 的 单位 圆周 ， 配 备 以 子 空间 拓扑 ， 区 
[B] [0, 19 £& ELSE c f T E E d. E LE: [0, 1)-C 按 照 FCz) 一 
ei. 不 难看 出 f E. NODE ERZE 作 为 C 的 一 组 
拓扑 基 。 若 S 为 上 述 的 一 个 弧 段 , 并 设 S 不 包含 复数 1 , 则 广 !(S) 
是 形状 如 (e, 纪 的 开 区 间 , 其 中 0<a<b<1。 因 此 , 广 !((S) 是 [0,1) 


S 


上 一 一 一 — L 
a b 


B 2.1 


AHF., d;S RDÉ1CnÉ2.D, M 广 r(S) 具 有 形状 如 [0,2) 
U C3,1)， 其 中 0 之 a<<b 之 1。 它 是 [0, 1) 有 内 的 开 集 ， 因 为 它 是 实数 
轴 的 开 集 《一 1, oa U (0, D 5 [0,1) 的 交集 。 于 是 定理 (2.9) 的 
(b) 就 能 说 明了 是 连续 的 。 这 个 映射 还 显然 是 单一 满 映 射 。 但 
是 ， 它 的 逆 映 射 却 不 是 连续 的 。 为 了 看 出 这 一 点 ,只 需 找 到 
[0, 1) 的 开 集 0O ， 使 得 (7107 (0) - OEC PRI JEJE E. WO 
为 区 间 [0, 1/2; 这 在 {0,1) 内 是 开 集 ， 但 它 在 指数 映射 之 下 的 像 
是 C 内 满足 0 委 arg z< 7 的 复数 xz， 这 个 集合 在 C 内 不 是 开 集 。 

TAR h:X-—Y 是 指 一 个 连续 单一 满 映 射 ， 它 的 道 映 射 
也 连续 。 从 定理 (2.6) 我 们 看 到 和 集合 O 在 关内 为 开 集 ， 当 而 且 仅 
HACO) REY 的 开 集 。 因 此 ，h 诱 导 了 关 与 Y 的 开 集 之 间 的 一 一 
对 应 ， 使 得 我 们 可 以 认为 藉 与 了 是 同一 个 拓扑 空间 。 

例子 设 5" 为 "- 维 球面 ,由 EUC 内 色 诛 点 距离 等 于 工 的 点 
构成 ， 大 采取 子 空间 拓扑 。 我 们 说 ， 有 从 S 除 去 一 个 单独 的 点 所 
得 到 的 宏 间 同 胚 于 E"。 至 于 除去 哪 一 点 是 无 所 谓 的 ， 因 为 S* 上 
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任何 一 点 可 以 通过 旋转 而 达到 另 一 点 : 为 了 方便 ， 我 们 设 除 去 的 
HA 5—(00,-,0, 0, E'*'mdig— 5929 0 的 点 所 构成 的 
子 集 ， 给 以 诱导 拓扑 之 后 显然 同 胚 于 Et. PER FIARE 
射 h:S" 一 {p} 一 E", 叫 作 球 极 平面 投影 若 xES" 一 {p}， 则 过 
与 7 的 直线 与 "的 交点 定义 作 hCX) (n= 二 2 的 情形 见 图 1.24)， 

SER EGER HRI, XD OEC 内 的 任何 开 集 0 ， 例 品类 示 
E'H AJA p 点 出 发 ， 过 0 的 侍 射 线 上 的 点 的 至 体 ( 除 去 7 点 本 
身 )， 所 得 的 集合 。 立 列 可 以 验证 U 是 "1!1 内 的 开 集 。 但 大 1C0) 
恰好 是 U 与 5" 一 {p} 的 交集 ， 从 而 1(0) 是 S' 一 {p} 的 开 集 ， 这 
就 建立 了 上 的 连续 性 : 完 双 类 似 的 论证 适用 于 8. BE A 
IE. 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 给 出 将 在 曲面 那 一 章 需 用 的 两 个 结 
JR. MERR, AEGHETSDHEG E PS Sz [d d D Bs £e für 3n dh zs Rl. 
如 前 ， 仿 C 表 示 单 位 圆周 。 若 4 为 圆 盘 ，h: A 一 D A A AE M 
ACOA A 的 边界 ， 记 作 94。 直 观 上， 显然 这 个 边界 定义 与 同 
胚 外 的 选择 无 关 。 我 们 将 在 定理 (5.24) 内 严格 地 证 明 从 品 到 自己 
的 任何 同 胚 必 将 C 映 到 C 。 

(2.10 5]38.— 圆 盘 边界 到 自身 前 任何 同 胚 可 尺 扩 张 成 圆 瘟 自 
Jr i5 FIRE, 

证 明 UE ACAEDES. HEER AD. HTE 
9g:04->04， 不 难 按 下 述 方 式 将 gj-1:C 一 C 扩 张 为 整个 忆 的 自 同 
Be. JRORgRODO, HELE D {0} Ek 29 si Ix] hgh? lel. 
换 甸 话说 ， 作 辐 式 的 扩张 。 把 这 个 扩张 是 S, WEE hA 是 同 
IE g 在 整个 4 上 的 扩张 。 

(2.105]38 AKBAR AE Rom dax SEE. Rn] 
AUBXBREÉ. 

证 明 o ivogwAnB,HaS5BxinAS5BBuSEikXE 
your 5A FOEBUSLCEH2.250. UHSLERQ 10, TESA E 
—^TJAAUB3 DERE. 平面 上 的 y 轴 将 D 分 制 为 [A 
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图 2.2 


D, 5D: 的 并 集 。 按 图 2 .2 那样 将 组 成 了 P, 3 D, 边界 的 三 个 弧 记 作 
a’, Py’, aljo BB HT Jr o], Db, AA a 到 a 人 
BEIE., EZAR kA y Es AHAM aUvy 到 Uy f — 
个 同 旺 (这 很 容易 办 到 )，; 然后 用 引 理 (2.10) 把 它 扩张 到 4 上 ， 给 
出 从 A 到 D, 的 一 个 同 肽 ， 这 个 同 胚 把 7y 映 为 y”。 最 后 ， 将 同上 胚 按 
常识 扩张 到 有 上， 使 who5B'. £EHOBÉJH— X51 BR C2, 10) JE [SL 
HIKE B E. £RXE—TAAAUBSID,UD,—D i mir. TJ 
AU Bii. 
i S 

13. d f:X-—X NEM. EBE f 之 下 保持 不 动 的 点 
至 体 构 成 关 的 一 个 闭 子 集 。 车 g EX LEXE KER, HE 
明和 集合 {x1g(Cx) 二 0} 是 闭 集 。 

14. EBERL) =e te ) 是 从 实数 轴 到 开 区 间 (0, 1》 
BST]. 

15, je f:E'--E! 为 连续 映射 ,定义 f WRR D EE 为 
D = Cx, f(x), WEB] T AER, HEE CRRA 五: 
Bois Se fa TO TRES 7 EL 

16. 在 六 上 取 什 么 样 的 拓扑 才 可 以 使 六 上 的 每 个 实 值 画 数 
为 连续 的 ? | 

17. 设 X 为 至 体 实 数 配 备 以 余 有 限 拓 扑 ( 见 1.4 的 例 6)7 ， 
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着 且 定义 请 下 !L-> 瑟 按照 1(x) 二 x*。 证 明了 连续， 但 不 是 同 胚 。 
O18, RXSAUAU =, Xh 4, 三 A, ,1 对 一 切 n 成 立 。 
BIX >Y 为 映射 ， 使 得 对 每 个 n，f|14,:4A,->Y 关 于 4, 上 的 子 
空间 拓扑 为 连续 ， 证 明了 连续， 

19. 设 4A 为 空间 XX 的 子 集 。 在 A 的 点 取 值 1， 在 XX 一 A 的 
点 取 值 0 的 实 值 画 数 时 作 4 的 特征 画 数 。 用 这 个 画 数 来 描写 A 的 
边界 。 

20. 将 开 集 映 为 开 集 的 连续 映射 吓 作 开 上 映射 ， 将 闭 集 映 为 
闭 集 的 映射 趾 作 闭 上 映射， 下 列 连续 映射 中 哪些 是 开 的 ， 哪 些 是 半 
的 ? 

Ca) 从 实数 轴 到 圆周 的 指数 映射 x->e i*， 

(QD) Gc, p) — Go 1 定义 的 折 选 映射 f: ET E?, 

Cc) 用 复数 表示 为 z=>z3 的 ， 将 平面 在 自己 上 面 绕 三 转 的 连续 
映射 。 

21. E" PRSE GT PRU IR AE b AE xxix 的 点 所 构 
成 的 集合 给 以 五 "的 子 空间 拓扑 ;单位 方 体 则 是 坐标 满足 lx e, 
1« i «n 的 点 所 构成 的 集合 给 以 子 室 间 拓扑 。 证 明 在 E" 内 单位 
球 同 胚 于 单位 方 体 。 


2.5 充满 空间 的 曲线 


上 个 世纪 末 Cuiseppe Peano 作 出 了 一 个 处 人 萌发 现 ， 初 看 起 
来 甚至 以 为 是 悖 论 。 他 指出 存在 定义 于 实数 轴 上 闭 区 间 的 连续 画 
数 将 区 间 吴 满 平面 上 的 二 维 区 域 ， 比 如 说 ， 正 方形 或 三 角形 。 这 
样 的 映射 趾 作 Peane 曲线 ， 或 充满 区 间 的 申 线 。 也 就 是 ， 这 条 曲 
线 作 为 区 间 的 像 通过 所 说 二 维 区 域 的 每 个 点 。 

Peano 曲线 的 存在 表明 定义 空间 的 维 数 时 必需 十 分 小 心 。 把 
六 的 维 数 取 作 确定 关 各 点 所 需要 的 连续 Ze 数 的 dob EGRE 
当 。 在 这 样 的 定义 之 下 、Peano 的 例子 说 明正 方形 将 是 1 维 的 。 
在 第 9 章 中 我 们 将 对 维 数 作 简 短 介 绍 。 
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Peano 构造 有 好 几 种 变 体 。 这 里 是 比较 简单 的 一 个 ， 以 正三 
角形 为 像 。 人 们 可 能 全 猜测 ， 这 个 充满 空间 的 曲线 是 一 序列 较 简 
单 曲 线 的 和 极限， 党 是 沿 着 这 个 序列 而 前 进 ， 序 列 里 的 曲线 将 三 角 
形 填 上 的 部 分 就 合 增 大 。 设 人 为 平面 上 边 长 为 二 分 之 一 的 正三 角 
形 ， 我 们 按 下 列 的 方式 造 出 一 序列 连续 映射 1,:10,1] 一 个 。 前 三 
个 映射 在 图 2.3 中 清楚 地 描写 了 出 来 ， 以 后 各 项 可 以 通过 选 代 图 


AGO, 1) 


ficto, 1 


[Co 1]) 


图 2.8 


示 的 步 又 而 得 到 。 在 每 一 步 ， 人 被 分 为 一 些 全 等 的 小 正三 角形 ， 
曲线 在 这 每 个 三 角形 内 的 部 分 看 起 来 恰 如 访 的 像 ， 即 通过 三 角形 
重心 连结 三 角形 两 个 顶点 的 一 条 折线 。 向 下 一 步 过 滤 时 ， 每 个 小 
三 角形 又 等 分 成 四 个 更 小 的 正和 三角形， 并 引入 如 同 户 的 像 那样 更 
为 复 夺 一 些 的 曲线 。 如 此 继续 不 断 地 将 正三 角形 分 小 ，f ,的 像 就 
逐步 扩大 了 人 入内 被 填 上 的 部 分 。 

对 于 豆 * 内 的 两 点 < 与 少 ， 我 们 用 必 一 让 表示 它们 之 间 的 距 
离 。 设 nm， 则 对 于 t€ [0,11]， 可 以 我 到 边 长 小 于 1/2" 的 一 个 
三 角形 同时 含有 f.0 3 f.0). B. 1.00 —f. OM 1/258 
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于 每 个 tE [0,1] 成立, 这 就 证 明了 序列 (f .3— Scot e £:[0, 1] 
一 人 为 极限 映射 。 由 于 每 个 六 连续， 所 以 了 连续 。 
剩 下 只 需 证 明太 的 像 确 实 为 整个 人 。 首先 注意， 对 于 任何 
n, f. 的 像 到 和信 办 任何 点 的 距 离 不 超过 1/2"。 设 已 给 入 的 一 点 
x ， 以 及 x 在 E? 的 邻 域 U, 取 NN 足够 大 ,使 得 以 x 为 中 心 ，1/2*-! 
Ade mZbESSTU.THNEt'cI[Ioli, Ef 
[x — Fa C1 x1/2^. 
由 于 对 于 每 个 上 E [0,1] 有 
[fy — £0» x1/2^, 
三 角 不 等 式 给 出 
Ix— f C | «x1/2h7!., 
因此 f(t0) 必 在 U0 内。 这 表明 八 的 每 一 点 是 集合 Co 11). 的 极限 
点 。 但 我 们 将 在 下 一 童 (定理 (3.4) 与 (3.9)) 看 到 ， 从 [0,1] 到 E? 
连续 映射 的 像 必 为 :的 闭 集 ， 因 些 ， 必 需 包 含 它 所 有 的 极限 点 ，。 
于 是 知道 映射 的 像 为 整个 八 。 
习 题 
22. WokJeikE? 内 单位 正方 形 的 Peano 曲线 。 
23. 试 求 从 [0, 二 到 2 的 连续 满 映 射 。 
24. 一 条 充满 空间 的 曲线 能 坊 满 整个 平面 玛 ? 
25. 一 条 充满 空间 的 曲线 能 卉 满 王 3 内 的 单位 方 体 吗 ? 
26. 你 认为 Peano 曲 线 可 以 是 单 射 吗 ( 见 定理 (3.7))? 


2.4 Tietze 扩张 定理 
设 关 为 拓扑 空间 ，4 为 义 的 子 空间 。 对 于 定义 在 A 上 的 实 值 
-连续 函数 ， 很 自然 地 可 以 问 ， 是 否 总 可 以 将 这 个 画 数 扩张 为 整个 
多 上 的 连续 丽 数 。 换 句 话说， 能 找到 关上 定义 的 连续 实 值 画 数 ， 
使 得 它 在 4 上 的 限制 就 是 已 给 的 画 数 玛 ? 一 般 来 说 ， 不 一 定 能 得 
到 肯定 的 答案 。 例 如 , 设 关 二 [0, 1]，A4= C0, 1) £F ELZE XL f: (0,1) 
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一 上 1， 按照 
x 
JG) — logi. 


Wf Eco, DAREKAR, fü 了 不 能 扩张 到 整个 单位 闭 区 
闻 上 ， 因 为 ， 任 何 定义 在 [0,1] 上 的 连续 画 数 是 有 界 的 。 本 节 的 
E 的 是 讨论 一 个 特殊 情形 ， 这 时 扩张 总 是 可 行 的 。 

(2.12) 定 义 6X Ei —TE X ASESEECUUEX EST 
LBX x X Ed)—A4- X 4h dit d. VOTRE X y. zc X 满足 : 

(2) d(x,9)z0, HF p Ax. Zim Bed xcu 

Œ) d(x, y) —d(y, 35; 

(c) dls, y) tr dy 2) zd (x, z), 
集合 具备 了 一 个 度量 ， 以 后 叫 作 度量 空间 。 

度量 空间 的 概念 在 数学 分 析 里 是 很 有 用 的 ， 读 者 可 能 熟悉 它 
的 一 些 实 例 。 任 何 欧 氏 空 间 以 通常 两 点 间 的 距离 为 距离 醒 数 是 度 
EZEL. [0,1] 上 定义 的 连续 实 画 数 全 体 ， 配 备 以 如 下 定义 的 
两 个 画 数 之 间 的 距离 

((f,g)- sup. [F —9(0»] 


是 度量 空间 。 度 量 空间 的 任何 子 集 从 整个 宏 间 因 歼 了 一 个 度量 而 
成 一 个 度量 宏 间 ， 因 此 ，E: 内 的 曲面 是 放量 空间 ， 

集合 上 的 度量 按 下 远方 式 在 这 个 集合 上 自然 地 给 出 一 个 拓 
盾 。 设 4 是 集合 XX 上 的 度量 ,对 于 xE XX, 集 合 (yc X[d(x,y) <e} 
叫 作 以 x 为 中 心 ， 时 径 s 的 球体 ， 或 -球体 ， 记 作 BE, e). EX 
XX 的 子 集 0 为 开 集 ， 假 如 对 于 任意 点 xE O， 可 以 找到 正 实数 s， 
使 得 B(x, e) 包 含 于 0 。 拓 扑 所 应 满足 的 公理 不 难 验 证 ， 

注意 集合 上 不 同 的 度量 可 以 给 出 同一 个 拓扑 。 例 如 ,把 n- 
欧 氏 空间 的 又 体 点 作为 我 们 的 集合 ， 按 下 列 三 种 不 同 的 方式 定义 
EE, x= (xb za sr) 为 百 " 办 一 个 标准 的 点 ， 定 义 

(a) dx, y) = [xy t xX) ^; 
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(b) de, y) = max |x;—y; |; 


(c) dy(x, y) = |x y| to innle 


图 2.4 

图 2.4 3 -F—2B5 6E i HT EAT MRAP, € 
径 为 1 的 球体 。 要 看 出 与 ds 给 出 同一 拓扑 ， 注 意 在 任何 圆 盘 内 
有 有 正方形， 反之， 在 任何 正方 形 内 有 圆 盘 。 因 此 ，4d 与 4。 确定 同 
样 的 开 集 。 同 样 的 考虑 适用 于 度量 ds 的 莹 形 球体 与 圆 盘 ， 或 方块 
之 间 的 关系 。 因 此 ， 所 有 这 三 种 度量 都 给 出 ?的 通常 拓扑 。 一 般 
n 的 情形 则 留 给 读者 自己 去 完成 。 

对 于 度量 空间 内 两 个 不 同 的 点 ， 我 们 总 可 以 找到 不 相交 的 开 
ik AES. Hd... —90, E 

U—(zcX|d(x,z) 0/2), V (ze X|d(y, 2) 0/2). 
RU 5; V RERE ENAWE B (x, 0/2) 5 B(y,5/2) 的 内 部 )， 
它们 不 相交 ， 并 且 >Y 当然 包含 在 0 内 ，Y 在 V 内 。 集 合 忆 通常 称 
为 以 x 为 中 心 ， 什 径 为 5/2 的 开 球 ， 若 拓扑 空间 的 任意 不 同 的 两 
点 分 别 包含 于 不 相交 的 两 个 开 集 内 ， 则 称 为 Hausdorff a. jf 
非 每 个 拓扑 空间 都 是 Hausdorff 宏 间 ， 例 如 ， 车 人 至 体 实数 给 以 余 
有 限 拓扑 ， 则 任意 两 个 非 空 开 集 必定 相交 。 

若 4 为 上 的 度量 ， 4 为 区 的 子 集 ， 一 点 zx 到 4 的 距离 
d(x, 4) 是 定义 作 d (x, a) 的 下 确 界 ， 其 中 ecE A, 

(2,13) 引 理 ”按照 x id (x, 4) 而 定义 的 实 值 泗 数 是 连续 的 。 

证 明 设 xEX xig N Adi, 4) 在 实数 轴 上 的 一 个 邻 域 。 
Axe 038 h, BETRECIR] (dé, A) — 6,4 (x, A) c) UG EN A. 
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设 口 为 以 x rob, P158 A 2/2 的 开 球 ， 选 取 一 点 aE 4， 使 得 
d(x,a)«d(x, A) +8/2, F ZE URNA 
d(z, A) x;id(éz, a) «id (z, x) +d(x,a) <d(x, A) +E 
将 x 与 z 的 地 位 对 调 ， 我 们 又 得 到 
d(x, A)<+d(z, A) 4-e, 

Ke, USI HARRA da, A) —e,d(x, A) +e), MTE 
AN, ZRIN ARE x 4EX ARIRE, WENEN T ERE E 
续 性 。 

(2.14) 引 理 jk A, BR E RILX PT 49 x 45 闭 集 ， 则 有 
X réjxkHEGLÉ SEE. AAAA. AB HASE- L, 
E X — (AU B) ERAST T 2-125 RJ, 

证 明  HpF Ag; BAEDEHISE. HELAETH GE. Wi Adi, A) 
十 4(x, B) 永 不 为 0 (见习 题 27)}。 因 此 ， 可 以 按 下 式 定 义 革 上 的 
SC E E f 


* 


d(x,B) —d(x, A) 
fO — 6 B) tda, A 


显然 地 取 值 符合 要 求 ， 它 的 连续 性 从 引 理 (2.13) 容 易 推 知 。 

(2,15) Tietze 扩张 定理 让 度量 空间 闭 子 集 上 定义 的 任何 
连续 实 值 溃 数 可 以 扩张 到 不 个 空间 。 

证 明 BX ARERR, CARTI, fiC -ELA jE tE p 
4f. FARTHER S AR BUfoo|«M, Heec, 

设 A 为 C 内 满足 1 (x) 宇 M/3 的 点 所 构成 的 子 集 ，Bi 为 C 内 满 
Af G0 夺 一 M/3 的 点 构成 的 子 集 。 则 Ai 与 B, PATRZ, HE 
它们 都 是 关 的 闭 集 。 例 如 ，A, 是 1 内 团子 集 [M/3, ce) 的 反 像 ， 
因此 ，、 由 f 的 连续 性 可 知 是 C 的 团 集 。 但 C 是 科 的 闭 集 ， 所以， 
A 是 X HAR. AMB 是 XX 的 闭 集 。 按 引 理 (2.14) 我 们 可 以 
找到 一 个 连续 映射 91: 匀 ->[ 一 M/3, M/3], 它 在 41 上 取 值 M/3, 在 
B, EWUE —M/3, X — (4 U Bi) 取 什 于 (一 人 /3, M/3)， 注 意 
在 C 上 我 们 有 | 
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Fg iv ZEE 
d Pas d TRY 


|f (x) —9, 60 | x2M/3, 

JE Eg 009—900, Ap ASSCPR F ga) 
2M/9 的 点 x RTE, B: C PNE 00 —91 00 x —2M 9 的 
点 * 构成 的 集合 。 第 二 次 运用 引 理 (2.14) 得 到 一 个 连续 映射 
gz:X 一 [一 2M/9,2M/9]， 它 在 4,。 上 取 值 2M/9， 在 B。 上 取 
一 2M/9， 在 兰 的 其 它 点 取 值 在 (一 2M/9,2M/9) 之 内 。 如 果 计 算 
fœ 一 91(X) 一 goa(x)， 就 看 出 [|f (x) 一 91(7Y) 一 g(x) | 之 4M/9 在 
C 上 成 立 。 

重复 这 过 程 可 造 出 一 序列 连续 映射 ga: X [—2^7! M/3", 
2" ! M/3"), "EI x: 

(a) lfG)—9g, (0) —*—9, 0) | 2" MJ3' [EC E SES EAR 

(b |g,O00|«2'^! M/3* EX —C mor. 

BDI OE X Epuka dg Weierstrass M- 检 验 法 )， 因 


n-] 


此 ， 它 的 和 g(x) 存在， 大 且 是 连续 图 数 。 由 (a)，f 与 9g 在 C 上 
重合 。 因 此 ，9 将 了 扩张 到 整个 X_ 上。 为 了 下 面 讨论 非 有 界 情形 
时 有 用 ， 我 们 注意 19 (x*) 1 三 M， 这 是 由 于 


eo EI 92-1 
x n «M a —M, 
1g Go) | 219,0 2/3 


HEH), X-COM. 

如 果 所 给 的 连续 映射 了 不 是 有 界 的 ， 选 取 从 Sc 数 轴 到 区 间 
(一 1 1) 的 同 胚 上 ， 工 蕉 虑 选 合 映 射 上 ef。 它 是 有 界 的 ， 因 此 ， 
按 前 一 段 考虑 可 以 将 它 扩张 为 整个 多 上 定义 的 连续 实 夯 数 ， 取 值 
于 (-1 了 之 内 。 因 此 选 合 映 射手 :eg 有 定义 ， 拜 且 按 作法 它 是 
在 上 的 扩张 。 这 就 完成 了 证 明 。 

我 们 将 在 5.6 节 用 到 Tietze 定理 。 


3 S 
27. 证 明 d(z, 4) 一 0， 当 而 且 仅 当 xE A, 
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28. WA, 8 为 一 个 讼 量 空间 内 不 相交 的 闭 集 ， 试 求 不 相交 
的 开 集 U,V 使 得 4CU，BcSV. 

29. 证 明 在 任何 集合 半 上 可 按 d(x, y) —1, Sixocy, d(x, Xx) 
三 0 定义 距离 丽 数 。4 在 民 上 给 出 什么 样 的 拓扑 ? 

30. 证 明 座 量 空 间 内 任何 闭 子 集 是 可 数 多 个 开 集 的 交集 。 

31. 对 于 讼 量 空 间 的 子 集 4, 吕 ， 它 们 之 间 的 距 BE 4(4, B) 
是 定义 作 d(x,y) 的 下 确 界 ， 其 中 XE A,yE 8。 试 求 平面 上 两 个 
距 况 等 于 敌 的 不 相交 闭 子 集 。 子 集合 4 的 下 答 是 定义 作 上 确 界 
d(x,y)， 其 中 xX,yE 4。 验 证 方 囊 找到 的 两 个 闭 子 集 的 直径 为 无 
g. 

32. Ti ACSHEHZERILX AHE, IER IE TR IE SR St fiA 
E" n EAS SK SIX E. 

33. ARH 五: 一 {0} 到 有 1 的 那样 一 个 连续 映射 ， 它 不 能 扩 
张 到 E' 上 。 

34.、 设 广 C 一 (为 平面 上 单位 贺 周 的 恒 等 映 射 。 将 f 扩张 
为 一 个 从 亚 ? 一 {0] 到 C 的 连续 映射 。 能 够 期 望 将 1 扩张 到 整个 E? 
上 去 吗 ? (这 后 一 个 问题 的 精确 解答 在 5.5 节 给 出 。) 

35. 设 已 给 连续 上 映射 产 X-> 匹 "一 {0}， 试 求 连续 映射 9: 苇 
>S", E g 在 集合 广 !(S") 上 重合 于 了。 

36. 者 拓 为 度量 空间 , 4 为 发 的 采集， 证 明 连 续 映 射 1: A-> 
3 ”总 可 以 扩张 到 4 的 一 个 邻 城 上 去 。 换 和 旬 话 说， 扩张 到 X 前 一 
个 子 集 上 ， 它 是 4 中 每 点 的 邻 域 。( 将 S" 看 作 瑟 "+1 的 子 空间 ， 大 
将 了 扩张 为 把 关 映 大 E"+! 的 连续 映射 。 然 后 利用 习题 35,) 
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2. 紧 致 性 与 连通 性 


8.1 三" 的 有 界 闭 集 


欧 氏 空间 E" 内 褒 为 闭 集 ， 同 时 又 为 有 界 集 中 的 子 集 对 我 们 
来 说 有 特殊 的 重要 性 ， 作 为 例子 ， 像 第 一 章 中 扬 说 的 曲面 ， 以 及 
为 了 将 空间 章 分 而 将 在 第 6 章 构 作 的 有 限 单 纯 复 形 等 都 是 。 我 们 
要 说 明 这 种 集合 可 以 用 一 个 纯粹 拓扑 的 性 质 来 剂 划 ， 也 就 是 说 ， 
这 个 性 质 只 涉及 E" 的 拓扑 结构 ， 用 不 着 依 千 距离 概念 。 这 个 性 
质 对 二 一般 的 拓扑 空间 陈述 出 来 就 是 作 “ 紧 致 性 ”。 

在 进行 细致 的 讨论 之 前 ， 先 引进 一 些 术 语 较 为 方便 。 设 愉 为 
拓扑 空间 ， 避 为 苞 的 一 组 开 集 ， 它 们 的 着 集 是 整个 多 。 这 漳 的 一 
inr dg EX i9 —/ 318 3€ ET RE R9 — 1 TE HEUT" 
一 X， 则 好 ' 叫 作 弛 的 一 个 子 复 盖 。 我 们 给 出 两 个 例 T. XA 
平面 ， 取 好 为 中 径 等 于 1 ， 中 心 为 整数 坐标 点 的 开 球 全 体 ， 这 些 
开 球 构成 平面 的 一 个 开 复 盖 。 注 意 如 果 我 们 从 弛 内 合 去 任何 一 个 
开 球 也， 则 剩 下 的 开 球 组 不 足以 复 盖 平 面 ， 因 为 中 的 中 心 盖 不 
上 。 因 此 ， 字 没有 引子 复 盖 。 在 我 们 的 第 二 个 例子 中 ， 兮 式 为 单 
位 闭 区 间 [0,1]， 用 它 得 自 实 数 轴 的 子 空间 拓扑 ， 芥 且 取 [0,1] 的 
下 面 一 组 开 集 作为 从 : 

[0,1/10, (1/3,1]; 和 集合 (1/ (n+2)，1/n)， 
RühncZ, ne2, XXE GEAEDC 穷 的 ， 但 是 显然 用 不 着 取 缉 
的 至 体 成 员 才 能 够 盖 满 [0,1]。 取 其 中 的 有 限 多 个 ， 比 如 

[0,1/10, /3,1]; /G--2),1/n), 2xn«9 
就 已 足以 盖 满 。 因 此 [0,1] BS AE GE S [a6 T — B IR TAX E. 
事实 上 ， 我 们 在 下 一 节 将 要 看 到 ，[0,1] 的 任何 开 复 盖 一 定 包含 


Q 有 界 是 指 包 含 在 一 个 以 原点 为 中 心 ， 半 各 为 有 四 的 球 内 。 
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有 限 子 复 盖 。 正 是 这 个 性 质 使 Et 的 有 界 闭 集 占 有 突出 地 位 。 

(4,103838 五 "前 子 全 于 为 月 界 闭 集 ， 当 而 且 仅 当 兴 ART 
空间 拒 扑 ) 前 任何 开 复 盖 必 有 有 限 子 复 盖 。 

这 个 结果 启发 我 们 给 出 下 面 的 : 

(3,2) 定 义 拓扑 空间 大 标致 ， 假 如 X 的 任何 开 复 盖 包 含有 
ORAE. 

有 了 这 个 定义 以 后 ， 定 理 (3.1) 可 以 转述 如 下 ; 欧 氏 空间 内 的 
有 界 闭 集 正 好 是 它 的 (具备 了 子 宝 间 撕 扑 的 ) 紧 致 子 集 。 

由 于 我 们 打算 一 面 证 明定 理 (3.1) ,一 面 同时 建立 有 关 紧 致 宏 
闻 的 一 系列 结果 ， 所 以 这 个 定理 的 证 明 将 分 布 在 随后 的 三 节 中 。 
紧 致 空间 具有 非常 好 的 性 质 ， 这 里 我 们 列 出 两 条 ， 它 们 的 证 明 则 
将 在 以 后 几 池 中 完成 : 

(a) 在 紧 致 空间 上 定义 的 连续 实 画 数 是 有 界 的 ， 并 达到 它 的 
ET, 

(b) SE cz IH] P E926 28 T- en RR. A. 

在 结束 这 一 节 时 我 们 指出 ， 按 其 定义 ， 紧 致 性 是 空间 的 拓 扒 
BOR. EXA HRHOX IBST Y. MYLEA. 


3.2 Heine-Borel 定理 


在 这 一 节 我 们 对 著名 的 Heine-Borel 定理 给 出 两 个 证 明 。 这 
样 作 是 由 于 两 个 证 明 都 很 有 半 思 (所 用 的 技巧 是 各 不 相同 )， 攻 且 
这 个 定理 是 定理 (3.1) 的 核心 部 分 。 

(3.3)Heine-Borel 定理 实数 轴 上 的 闭 区 间 是 紧 致 的 。 

证 明定 理 (3.3) 的 ‘延伸 法 ” 设 [a,b] 为 实数 轴 上 的 闲 区 间 ， 
配备 以 诱导 拓扑 ， 并 设 台 为 [a,b1 的 一 个 开 复 盖 .这 个 证 明 的 想法 
是 从 a 出 发 巡 着 区 间 逐 渐 向 5b 延伸 ， 和 看 看 能 走 多 远 使 得 走 过 的 部 
分 仍然 保持 能 为 全 内 的 有 限 多 个 成 员 所 复 盖 . 定 理 的 结论 是 说 可 
以 一 直达 到 4 点 。 

4E X. [a,b] H9 T- 4E X 25 
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X —(xc&[a,b]l ia, x]. 包含 于 弛 内 有 限 多 个 成 
员 的 并 和 集 } 

MX% (ac X), ZEH/A EAE Co 为 一 个 上 界 ), 因 此 有 上 确 
界 ， 比 如 说 s .我 们 说 sE X 中 并 且 s 二 b ,因为 ， 设 0 为 乒 内 含有 
s 的 成 员 之 一 ,由 于 O 是 开 集 ， 我们 可 以 NCe0 Eih E 
(5—£,S] CO, H4 s 小 于 bb 时， 使 得 (sS—6,s-re) cO, 现在 
SEXE LEON. BA XBUntEX BET s. 。 同 时 X 还 具有 这 
样 的 性 质 ， 即 车 xEX， 且 ea 委 ys<xz， 则 yEX。 于 是 我 们 可 以 假 
定 s 一 /2EX。 按 X 的 定义 ,他 的 某 个 有 限 子 组 F' 构成 区 间 [a， 
5 一 8/2] 的 复 盖 。 将 O 添 大 台 ， 则 得 到 尹 的 一 个 复 盖 [fa,sj 的 有 
限 子 组 、 因 此 sEX。 若 s<D, 则 LS UO 和 包含 了 [as 十 s/2]， 
从 而 s+s/2EX， 这 与 s HX LANE JB. Bd bs. 整个 
[a,b] gy T. UF UO， 这 就 完成 了 证 明 。 

定理 (3.3) 的“ 细 分 法 证明 第 二 个 证 明 不 那么 E 接 : 我 们 
将 用 反 证 法 但 是 ， 这 个 证 明 不 太 依 赖 区 间 的 所- 维 性 ”"。 同 样 的 
想法 可 以 用 于 ， 上 比如 ， 证 明 平 面 上 的 方块 是 紧 致 空间 ， 

设 若 定理 (3.3) 为 不 昨 。 合 矿 为 [4,b] 的 开 复 盖 而 不 包含 任何 
ARTEZ., E 五 二 [4,5]。 分 [4,b] 为 两 个 等 长 的 团子 区 间 [a， 
《a+b)/21,[(at+b)/2,81]。 它 们 之 中 至 少 有 一 个 不 为 缉 的 任何 有 
限 子 组 所 复 盖 @ .选取 [4, (a 十 b)/2],[(4 十 b)/2,b]1 之 中 的 这 样 一 
As PEHE I,。 然 后 重复 这 个 手续 ， 等 分 1[,， 选 择 共 中 不 能 为 
仓 的 任何 有 限 子 组 所 复 盖 的 一 个 ， 吓 作 17a。 这 样 继续 作 下 去 得 到 
一 串 单 调 下 降 的 财 区 间 序 列 


LƏLƏ, 


"eB K RREPCT3. 
(D RARER: 33588 p—TTAEÉ EA" TCOESNTIXTAES. 
© 如 果 Ez,(a+b)/2CU ,, Cat 1)/2,)51E US, RE F,H IRET 


的 有 限 子 组 ， 则 91 已 72 为 多 的 有 限 子 复 益 ， 与 假设 矛盾 。 
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RONE I 恰好 包含 一 点 。 在 定理 (3.3) 的 第 一 个 证 明 


中 ， 用 了 实数 的 所 谓 完备 性 质 ( 陈 述 为 ， 有 上 界 的 非 空 实数 集合 
必 有 上 确 界 ) ,这 里 将 再 次 用 到 它 。 为 了 证 明达 些 区 间 的 交 非 空 ， 
4 xn 为 In 的 左 岗 点 ， 并 考虑 序列 {za}。 这 个 序列 是 音调 增加 ， 
并 且 有 上 界 的 。 因 此 ， 若 Pp 为 x 的 上 确 界 ， 我 们 知 道 {xs} 收 
多 于 p ， 不 难 验证 pE ITs， 对 于 一 切 n。 同 时 ， 由 FI, KE 


趋 于 0 , 当 n 趋 于 无 劣 ,显然 门 Tu 不 能 包含 一 个 以 上 的 点 , (读者 


应 当 自问 是 否 有 把 握 补 出 这 些 论断 的 细节 .) 因此 ， 1， 二 {7}. 


P 既然 属于 [4,5]， 必 在 他 内 的 某 个 开 集 0 里 。 选 取 60 适 
当 小 ， 使 得 
(p—e,p +e) N [a,b] EO, 


并 选择 正 整 数 n 足够 大 ， 使 得 I, 的 长 度 <e MFE. ihi] 
立 齐 知道 I, SO。 但 最 初 1， 的 选取 是 要 它 不 能 包含 于 弛 内 A R 
多 个 成 员 的 并 集 ， 而 这 里 I, 葛 包 含 在 字 的 一 个 单独 的 成 员 里 了 ! 
这 个 矛盾 使 证 明 得 以 完成 。 

作为 定理 (3.3) 的 一 个 推论 ， 我 们 可 以 证 明 闭 区 间 上 定义 的 
连续 实 值 画 数 必 为 有 界 (在 3.3 节 将 对 一 般 的 紧 致 实则 证 明 这 个 
结果 ) 。 设 fi[a,5] 一 RR 连续， 对 于 xE€ [a,b] 我 们 可 以 取 x 在 
[a,b] 内 的 邻 域 0(x)， 使 得 对 于 一 切 点 x'EO(x) 有 |fCx 一 
FDI HARI OC) 构成 [a,b] 的 一 个 3E 复 盖 。 因 此 按 
Heine-Borel 定理 可 以 找到 有 限 子 组 ，O(x1),… ,OCxx)， 使 得 

OQ U e U Olx) = [2,5], 
MEOD WM IfGol«lfGol-1. A FEN 一 点 
xE [a,b]; RATE 
|/CO | &max(1/ 63) |, FEDH 
前 面 便 说 过 细 分 法 证 明 可 以 推广 到 高 维 的 情形 。 例 如 考 虐 正 
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方形 
$c(G.D[osxsel,0«ysl) 

给 它 配 备 以 平面 的 诱导 拓扑 、 要 证 明 S 紧 致 ， 只 需 证 明 : 如 果 一 
组 5 内 开 集 的 并 集 是 整个 S， 那 么 从 中 必定 可 以 取出 一 个 有 限 子 
组 ， 使 得 这 有 限 个 开 集 的 并 集 就 已 经 包含 整个 S。 完 全 和 以 前 一 
样 的 思路 在 这 里 可 行 ， 即 假定 有 一 组 如 不 满足 上 述 要 求 ， 将 导致 
巴 盾 。 细 分 的 手续 是 连结 两 对 对 边 中 点 而 将 3 分 成 四 个 相等 的 小 
正方 形 。 从 四 个 之 中 选 出 一 个 使 得 它 不 能 包含 在 好 肉 任何 有 限 多 
个 成 员 的 大 集 ， 把 它 吓 作 S:。 重 复 这 个 作法 得 到 一 串 单 调 下 降 
的 正方 形 


S25,2$,2.-, 


"Elo GET o. io UK. 证明 DASS 恰好 为 一 个 点 ， 将 是 
一 个 有 趣 的 习题 。 达 到 这 一 点 以后 ， 剩 下 的 论证 就 同 以 前 一 样 。 
细节 留 给 读者 自己 去 完成 。 

在 3.4 节 中 我 们 将 对 S 的 紧 致 性 给 出 另 一 个 证 明 ， 它 的 思路 
是 很 简单 的 ， 我 们 将 定义 两 个 拓扑 空间 的 乘积 ， 并 证 明 紧 致 空间 
的 乘积 实 间 是 紧 致 的 。 由 于 5 是 乘积 空间 [0, 1] x [0, 1]， 所 以 5 
紧 致 

习 H 

1. 试 求 严 ' 不 包含 有 限 子 复 盖 的 开 复 盖 。 对 于 [0, D 与 (0， 
1)? 也 作 一 下 ， 

2， S29, 2S 为 平面 上 一 串 单调 下 降 的 正方 形 ， 设 它 
们 的 直径 随 着 序列 的 行进 而 趋 于 雾 。 证 明 所 有 这 些 正方 形 的 交集 
恰好 是 一 个 点 

3, 用 Heine-Borel 定理 证 明 闭 区 间 的 任何 无 穷 子 集 必 有 极 
限 点 。 

4， 将 紧 致 性 的 定义 用 亲 集 重 迹 出 来 。 
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3.3 ARTENE 


Eei H KAERA Hmi BAE Ei EE 
将 保持 这 个 性 质 。 更 有 进 者 ， 它 将 为 任何 连续 满 映射 所 保持 。 
《3,4) 定 理 He E iik ERR x65. 
证 明 设 /:X->Y AGEBRUGERAL. HLX EE RIDERE 
BY Ez. VEGORNY 的 任意 开 复 盖 ， 若 OE 如， 则 由 了 的 连续 性 
知道 TO 是 天 的 开 集 ， 因 此 
G= OOE gj 

AX BEES. HTX Co —40BTRTÓEGES (bud 
X —171(0,9 UU f^ (0,5. 

由 于 了 是 满 映 射 ， 所 以 有 f(f-1(070)) = 二 01，1<i<k， 从 而 
Y=0, UOU U Or, 

于 是 这 些 开 集 0,0, =, Or HRF A TR ARS. 

拓扑 空间 X 的 子 集 C nLIEX BOSE SEU A, Rin TERI Ceg 
和 致 空间 。 回 忆 C 的 子 集 在 诱导 拓扑 之 下 为 开 集 ， 当 而 且 仅 当 U 二 
V NC， 基 中 VV 是 外 的 开 集 。 因 此 ，C 为 天 的 紧 致 子 集 , 当 而 且 仅 
当 若 芝 的 一 组 开 集 的 并 集 包 含 C， 则 从 这 组 开 和 集中 可 取出 有 了 腿 子 
组 ， 它 们 的 并 集 包含 C 

(3.5) 定 理 X xx Sm E EX sus. 

WA BXARA, COouX8üe FAX 的 一 组 天 
集 ， 满 WRO-US. 如 果 把 开 集 于 一 C 添加 到 S 内 ， 则 得 到 XX 
的 一 个 开 复 盖 。 由 称 的 紧 致 性 ， 这 个 开 复 盖 有 一 个 有 限 子 复 盖 。 
因此 我 们 可 以 找到 O,,0,, …,OkE F, E18 

0U QU UO&UCX—-C)—X, 
这 表示 说 CcO,U O, U … Ok, 集合 O,, Mg: Ok NUOEBDSERSG 
的 有 限 子 组 。 | 

《3.6) 定 理 4L AR Hausdorff 空间 X xd, P RE 

x€X—A, Aj x5 AA ZO da X i9 ARGA, M 而 Hausdorff d A] 
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的 紧 致 子 集 是 闭 集 。 

证 明 设 z 为 4A 的 一 点 。 由 于 XX 为 Hausdorff， 可 以 找到 不 
相交 的 开 集 U, 与 Y:， 使 得 XEUs，zEYVz。 我 们 将 让 = 在 4 内 
变动 ， 所 采取 的 记号 就 是 要 强调 Us VAAT z HE x E 
鲜 一 A 内 一 个 固定 不 变 的 点 ， 让 2 在 A 内 变动 得 到 一 组 开 集 (V ,| 
zcA) 'EDRETERIE A. (RAJEXESERS, MARTE 有 限 多 
个 点 EnEce EXC AE 


ASV, Use UV 


各 四 
4Y-V, UM UV. BF Viso 的 邻 域 [。 不 相交 ，T 与 
交集 

U= U, NN U,, 


Pin., EAU SBV 就 是 x 与 4 的 不 相安 开 邻 域 。 

在 第 2 章 中 ， 我 们 全 看 到 连续 的 单一 满 映 射 不 一 定 具 有 连续 
的 道 映 射 ， 因 此 不 一 定 是 同 肽 。 但 是 ， 如 果 这 个 映射 是 从 紧 致 空 
间 到 Hausdorff 空间 的 ， 则 可 以 利用 上 面 的 结果 论证 道 映射 的 连 
续 性 。 

《3.7) 定 理 从 紧 致 空间 入 到 Hausdorff 空间 Y 前 连续 单一 
MAREA ER. 

证 明 iJi XY 为 这 个 上 映射 ， 设 C X dapi. WC 紧 致 
《定理 (3.5))。 因 此 S(O 紧 致 (定理 (3,4)) ,从 而 是 Y 的 闭 集 CE 
理 (3.6))。 于 是 了 把 闭 集 映 为 闭 集 ， 这 就 证 明了 fU 是 连续 的 。 

下 一 个 结果 能 使 我 们 对 于 空间 的 紧 致 特性 摸 得 更 透 。 这 个 定 
理 说 ， 如 果 在 紧 致 空间 内 取出 无 穷 多 个 点 ， 则 这 些 点 的 分 布 必 在 
某 处 显得 很 拥挤 ， 用 更 严格 的 语 车 说 就 是 它们 必定 有 极限 点 ， 

(3.8) Bolzano-Weierstrass 性 质 紧 致 空间 前 无 穷 子 集 必 
有 极限 点 。 l 

证 明 设 XX 为 紧 致 空间 ，3 为 关内 没有 极限 点 的 子 集 。 我 们 
来 证 明 S 为 有 限 集 。 对 于 xEXX 可 以 找到 它 的 开 4b 域 OC), f 
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D, HMx&S, 
(x), xE S, 


因为 否则 的 话 x 将 是 5 的 一 个 极限 点 。 由 关 的 紧 致 性 ， 开 复 盖 
(000|x€ X) 具有 有 限 子 复 盖 。 但 每 个 集合 OGO 至 多 只 包含 了 
总 的 一 个 点 ， 因 此 > 必 为 有 限 集 。 

Bolzano-Weierstrass 性 质 告 诉 我 们 ， 上 比如, 欧 色 空 间 内 的 紧 
致 子 集 不 能 沿 着 某 个 方向 伸 向 无 穷 远 。 因 为 ， 如 果 能 什 疝 无 穷 
远 ， 就 可 以 找到 无 穷 多 个 点 ， 每 两 个 之 间 保 持 一 定 距离 ， 跑 向 无 
穷 远 处 而 没有 极限 点 。 当 然 我 们 可 以 用 这 个 集合 的 开 复 盖 来 给 出 
一 个 严格 的 征明。 

(3.903818 欧 氏 空间 内 揭 鞭 致 子 业 是 有 界 闭 集 。 

证 明 设 C 为 正 * 的 紧 致 子 集 。 则 按 定理 (3.6)C 为 采集。 以 
原点 为 中 心 ， 牢 径 为 整数 的 开 球 构成 E'B-—ITES. Bg 
C 紧 致 ， 它 必然 包含 在 有 限 多 个 这 样 的 球 内 ， 也 就 是 说 ， 有 整数 
n ， 使 得 C 包含 在 以 原点 为 中 心 ， APERA. HAH, 
C 为 有 界 。 

《3.10) 定 理 定义 在 紧 致 空间 上 前 连续 实 值 画 数 是 有 界 前 ， 
并 且 达 到 它 章 上 下 确 界 。 

证 明 ES X>R Eik, HLEEX KIK, MIC X 致 。 因 
此 按 定 理 (3.9)，f (Cx) 是 R RAKARE. HTIO 是 pn 集 ， 
A(x) 的 上 下 确 界 也 属于 f(x)。 因 此 有 x1, xc X iE 

f) -csup(fOX)), f(xe) =inf (fCX)), 
也 就 是 说 ， 了 达到 它 的 上 下 确 界 。 

作为 本 节 的 结束 ， 介 绍 关于 紧 致 度量 空间 开 复 盖 的 一 个 频带 
技术 性 的 结果 ， 以 后 将 多 次 用 到 它 ， 

(3.11)Lebesgue 引 理 EX XJ SCR EE RS FAXAR 
揽 盖 . 则 存在 实数 00 CHEF ih Lebesgue X), EAX A 4e 
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于 5 前 任何 集合 必 包 含 于 好 的 蘑 个 成 页 ， 

WEB] 若 Lebesgue 引 理 不 其 , 则 可 以 找到 和 的 一 组 子 集 4:， 
Az As, …， 其 中 没有 一 个 是 人 办 成 员 的 子 集 ， 莽 且 随 着 序列 的 行 
进 ， 它 们 的 直径 趋 于 0 ,对 于 每 个 1 VETE As 内 的 一 点 xs. TE 
(x4) 或 者 只 包含 有 限 多 个 不 同 的 虚 , 这 时 某 些 点 无 穷 多 次 重 复出 
现 ， 或 者 包含 无 穷 多 个 点 ， 这 时 由 于 羡 紧 和 致 ， 故 必 有 极限 点 。 将 
无 穷 多 次 重复 的 一 点 ， 或 某 个 极限 点 记 作 p 、 设 忌 为 如 的 某 个 成 
员 ， 它 包含 p 点 。 选 取 0， 使 得 BCp,s)SDC， 工 选取 足 够 大 
AERAN, (ES. 

Ca) Ay 的 直径 小 于 6/2, TER. 

(b) xy € B(p, £/2). 
Mj dlen p) «6/2, fEHOM-T Au 的 任何 点 Y， 有 dOsxy))«6/2. 
BET xE An Hj, d(Ox,p)«e, RH ASU., ZRI A 对 于 
序列 {An} 的 选取 矛盾。 


习 Ri 

5. 下 列 空间 之 中 的 哪 一 些 是 紧 致 的 ? 

(a) 有 理 数 所 构成 的 空间 ， 

(b) S* 除去 有 限 多 个 点 ， 

Cc) 环 面 上 除去 一 个 开 圆 盘 ; 

(d) Klein JR, 

(e) Möbius 带 除 去 边界 网 周 。 

6. 说 明 在 定理 (3.7)? 中 不 能 减 去 Hausdorff 条 件 。 

7. 说 明 Lebesgue 引 理 对 于 整个 平面 不 成 立 。 

8, (Lindelöf 定理 ) 老区 的 拓扑 具有 可 数 基 ,证 明和 X 的 任何 
开 复 盖 包 含 可 数 的 子 复 盖 。 

9, WEH Hausdorff 窗 间 内 任意 两 个 不 相交 的 紧 致 子 集 必 有 
不 相交 的 邻 域 。 | 

10, ikA2SHERZEIRLX BSXAEC TAE. EAE S — b 8E 
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x yE 4， 使 得 d(x, v) 等 于 4 的 直径。 对 于 给 定 的 xc X, VEHI 
yA， 使 得 

dlx, A)=d(x, y), 
XDTÍEE RS AfBSB]TSE B, iE dC, B)7^0, 

11. 试 找 出 某 一 拓扑 空间 内 的 紧 致 集 ， 它 的 闭 包 不 紧 致 。 

12. 具备 余 有 限 拓 扑 的 全 体 实 数 构成 一 个 时 和 致 实 间 吗 ? 对 于 
{FRKE CLE 2 章 的 习题 11) 回 答 同 样 问题 。 

13, if:X-—Y 为 开 满 映射 ,并且 设 Y 内 每 点 的 反 像 LX 
的 紧 致 集 。 证明 当 X AY WERE, STONK. S 为 开 喘 
射 的 假定 能 否 除 去 ? 

14. ik f:X—Y Nj BUR, ZEE S SX 给 以 Y 的 诱 
导 拓 扑 时 f:X—fOX) 为 同 胚 ， 则 称 f dX RE ASOCDY . ERAR 
致 空间 到 Hausdorff 空间 的 连续 单 映 射 为 企 大 了 映射 。 

15. 空间 吓 作 局 地 紧 致 ， 假 如 它 的 每 点 有 一 紧 致 邻 域 。 证 明 
下 列 空间 是 局 部 紧 臻 的， 任何 紧 致 空间 ， 上 上 "; 任何 离散 空间 ， 局 
部 紧 致 空间 的 任何 闭 集 。 证 明 有 理 数 所 构成 的 空间 不 是 局 部 紧 臻 
的 。 验 证 局 部 紧 致 性 为 同 且 所 保持 。 

16. iX X SEC Hausdorff 空间 。 对 于 任 E xc X, J 
及 x 的 邻 域 U， 试 求 x 的 一 个 包含 于 U 内 的 紧 致 邻 域 . 

17. iXX 为 局 部 紧 致 Hausdorff 空间 ， 但 不 紧 致 。 外 加 一 个 
点 于 X ， 通 常 记 作 ce， 以 构成 一 个 新 的 空 间 ，X U{cel 的 开 集 
是 半 的 开 集 ， 以 及 形状 如 (X-K U {co} 的 集合 ， 其 中 天 AX 
贤 致 子 集 。 验 证 拓 盾 结构 所 应 满 是 的 公理 ， 并 且 证 明 XU {%) 为 
紧 致 Hausdorff 空间 ， 包 含 X 作为 稠密 子 dE. 2E Ej XU[) M 
作 关 的 一 点 紧 致 化 ， 

18. 证 明 上 *U (eo) 同 胚 于 S*，( 先 考虑 n= 二 2 的 情形 。 球 
极 平面 投影 给 出 除去 北极 的 S? 与 E? ZAARA, "Ej E 
是 远 处 的 点 所 对 应 球面 上 的 点 离 北 极 意 近 。 把 归还 北极 那 一 点 给 
$?, TEES m — P 2099 Xu rà oo 到 E*, ) 
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19. RX -5Y JWA Hausdorff ze], ie :XX->Y 25i 
续 满 映 射 。 证 明了 可 扩张 为 XU{ftece} SY U (eo) 的 连 续 映 射 ， 
当 而 且 仅 当 对 于 Y 的 每 一 点 y， 广 1(y) 是 关内 的 紧 致 集 ， 由 此 导 
出 车 关 同 胚 王 了 了 ， 则 它们 的 一 点 紧 致 化 也 同 肽 。 试 找 出 两 个 不 同 
EZH, BAA REI AREE. 


5.4 乘积 空间 


现在 转 而 讨论 自然 地 具有 梁 积 结构 的 实 间 。 脑 子 里 立刻 会 呈 

现 很 多 例子 : 平面 可 以 看 作 两 条 实数 加 的 乘积 ， 环 面 可 以 看 作 两 

个 圆周 的 乘积 ， 圆 柱 面 可 以 看 作 圆周 与 单位 区 间 的 乘积 ， 拿 这 样 

一 个 例子 来 前 析 一 下 是 有 签 的 。 我 们 就 选 定 E 内 的 圆柱 面 
{Cx,y,2) |x*cy*—1, £EB. 0 过 > 和 1}， 

取 请 导 拓 扑 。 作 为 一 个 集合 它 是 箔 卡 儿 积 S1x1， 这 里 51 志 示 

Co 3) 平面 内 的 单位 贺 周 ，1 为 < 轴 上 的 单位 区 间 。 我 们 H, M 

柱 面 的 拓扑 在 一 种 很 自 

然 的 意义 之 下 是 圆周 的 ， < OOD 

拓扑 与 区 间 的 拓扑 二 者 nm 

的 乘积 。 为 了 看 出 这 一 I 

点 ， 注意 车 UU 为 8! 内 

的 一 个 开 集 ， 为 了 内 

的 开 集 ， 则 乘积 集合 U C ' v» 

x Y 是 圆柱 面 内 的 开 集 

(图 3.1)。 另 一 方面， 图 3.1 

对 于 圆柱 面 上 的 开 集 O， 以 及 O 内 的 一 点 p ， 我 们 不 难 找到 开 集 

USS, VEI, 使 得 pEUxVYCO。 换 名 话说， 这 些 乘积 集合 构 

成 团 柱 面 拓扑 的 一 组 基 ， 我 们 把 这 种 情况 概括 起 来 说 ， 风 柱 面 具 

有 乘积 拓扑 ?。 有 了 上 面 的 启发 ， 我 们 可 以 给 出 两 个 拓扑 空间 乘 

积 的 精确 定义 。 然 后 我 们 将 证 明 两 个 紧 致 空间 的 乘积 是 紧 致 的 

(作为 这 一 节 的 主要 结果 )。 
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iX SY AmE, B 为 XXY 内 形状 如 了 口 XV 的 子 E 
组 ， 其 中 UU 为 XX 的 开 集 ，V 为 了 的 开 集 。 则 U 号 =XxY， 井 且 
B 中 任意 两 个 成 员 的 交集 属于 B. LUE CB 构成 XxY 上 的 一 
组 拓扑 基 。 这 个 拓扑 是 作 乘 积 拓扑 。 集 合 XxY 配备 了 乘积 dn 
扑 之 后 叫 作 乘积 空间 。 儿 乎 用 不 着 青 多 加 说 明 就 知道 这 种 构造 对 
TUR EA t IRL EE BL SE REB. E Xp Xos Xa 为 拓扑 空 
间 ， 则 乘积 集合 X,XXX ox XS 上 上 的 乘积 拓扑 , 以 形状 如 Ux 
Ux xU, 的 集合 构成 它 的 一 组 拓扑 基 ， 基 中 Ui 是 Xi 的 开 
集 ，1<i<m。 注 意 维 欧 氏 空 间 的 通常 拓扑 正 是 把 天 "看 fen 
个 实数 辅 的 乘积 集合 时 配备 的 乘积 拓 瓜 。 为 简单 起 见 ， 我 们 将 只 
讨论 两 个 空间 作 乘 积 的 情形 ， 但 我 们 强调 一 下 所 有 的 结果 (与 证 ， 
明 ! o 对 于 有 限 乘 积 也 一 样 能 通过 。 事 实 上， 由 于 XiX XsXx 
x X, BAIE OG X XXn 2 ixXa， 关 于 有 限 乘积 的 结 果 
可 以 从 关于 两 个 安 间 乘积 的 结果 运用 归纳 法 而 得 到 。 

按照 p,Cc, 9) — x, py x, 12 — 9 MEMKE HJ p, X x Y X, 
p X xY--Y 叫 作 投影 。 乘 积 拓 扑 可 以 用 投影 来 型 划 如 下 。 

(5.1) 38. 3 XxY 具有 乘积 拓扑 ， 则 投影 为 连 续 开 里 
H. RRIA XXY 上 使 两 个 投影 都 连续 药 最 小 前 拓扑 。 

证 明 RUX X 的 开 集 ， 则 p-1(U) 二 UxY， 这 是 乘积 拓 
扑 中 的 开 和 集 ; 因此 pi 是 连续 的 。 同 理 p. 连续 。 为 了 要 看 HH. JU 
如 说 ，P 把 开 集 映 为 开 集 只 需 看 pi 在 拓扑 基 内 的 成 员 上 有 何 影 
响 ， 因 为 任何 开 集 都 可 写成 拓扑 基 内 成 员 的 并 集 。 但 PLU XV) 
二 U， 因 此 乘积 拓扑 的 拓扑 基 中 每 个 成 员 被 p. 映 为 的 开 集 . Fal 
FH ps WEFR. ， 

Jk. WXXxY 上 有 一 个 拓扑 使 得 两 个 投影 都 连续 。 取 开 集 
UcX, VEY, stg pi CU) Npz'(V)。 这 在 所 给 的 拓扑 之 下 必 
须 是 开 集 。 但 这 个 集合 正 是 UXV。 因 此 已 给 的 那个 拓扑 包含 了 
乘积 拓扑 内 一 组 拓扑 基 的 一 体 成 员 ， 因 此 这 个 拓扑 至 少 与 乘积 拓 
扑 一 样 大 。 


58 


往 后 ， 每 当 提 起 XxY 总 假定 它 县 有 乘积 拓扑 ， 并 假定 发 与 
都 非 空 。 贾 验证 映 人 乘积 空间 的 映射 是 否 连 续 只 需 看 这 个 映射 
与 两 个 投影 的 选 合 是 次 连续 。 

(3.13) 定 理 mA IIZ—XXxY 连续 ， 当 而 且 仅 当 两 个 选 合 
kA pJ: ZX, pf: ZY 都 连续 。 

ERR UD 与 psf 都 连续 。 要 验证 f 的 连续 性 ， 只 需 说 朋 
CT OX xY 内 的 任何 形状 如 UxV FÆ, JOU xV) 是 Z 内 的 
开 集 。 但 是 

FU x V= Gif) 1Q)nG:) (C) 
为 Z 内 两 个 开 集 的 交集 。 因 此 fO QU x V)É Z 内 的 开 集 。 反 之 ， 
E f 连续 ， 则 由 投影 pu pa 的 连续 性 知道 pif 与 p.f 连续 。 

(3.14) 定 理 sf eom LX x Y 3j Hausdorff 空间 ， 当 而 且 仪 

35 X .5Y 3j Hausdorff, 
证 明 REXY gg 是 Hausdorff ze B], EG y) 与 (xs 92) 
为 X x Y 内 不 同 的 两 点 。 则 或 者 Gro RE 力 于 名 (或 二 者 同 
BR): TI, inr, MTX% Hausdorff 空间 ， 可 以 
在 和 内 找到 不 相交 的 开 集 U, Ua, E 8 x, CU, x,CcU,. RER 
U,xY 与 xyY， 就 得 到 了 (xu v) 与 (Xx, ya) 的 不 相交 开 邻 域 。 

BR. RX x Y 3 Hausdorff, ET AX 内 不 同 的 两 点 Xis X2, 
取 一 点 YEY ,FEREHIX x Y ind Fab PIT BAS Bgm 5] U,xV, Ux 
Vs, 使 得 CX 0 CU, XV, G3, y) CU,XV4. M U,, UU, 为 xz 与 x 在 
X P3BS^R THZEJE SEA. Db. XÆ Hausdorff Æj]. EIME n Y 
也 是 。 

《3.15) 定 理 X xY Xx. Sm Ede X 5Y3X A. 

(8.160 5]38.— HX Zip dn db BRI, ABAX d$— £4 ds dr dk. n 
X UK XS 3 44 3; h 68 45 R, E PEUX dS X VIAE TATE Eo] 
有 限 子 复 盖 、 | 

引 理 的 证 明 ith Bp C DAZ BS X 的 任何 开 SS 有 有 限 
TOES WEGOR X GUARANTEE. dTeXEX 的 一 组 拓扑 基 ， 呆 
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ES B FDA nf ELSE ZR LED rh RAHE., EAER XR 时 所 用 到 
HBP J& bLEJ LED RS — 1 P2H. WEB’. EHER 


Usg’ = UF= X; 


Bue, €5'4& X f-—^- CH Br REDUCED JE ALES. RE 设 必 有 
4HBUFAGE. SDPXXTCB BEC RR E — A1 CULTE OP P3E — 
成 员 包 含 它 。 这 就 给 出 了 学 的 一 个 有 限 子 复 次 ， 说 明 计 紧 致 。 引 
理 的 另 一 咎 是 显然 的 。 

定理 (5.15) 的 证 明 AX x Y 紧 致 ， 由 于 投影 

PiX XY >X, p:X x Y —Y 

都 是 连续 满 映 射 ， 所 以 X 与 了 都 紧 致 《回忆 我 们 ABX sr 
FE). 

其 次 ， 考 虑 定理 更 为 有 趣 的 那 一 部 分 : RX 与 了 都 是 紧 致 室 
Eo FAX x Y RERU x V 的 开 集 所 构成 开 复 盖 NM 
是 和 的 开 集 ， 丰 是 工 的 开 集 。 我 们 来 证 明 乡 有 有 限 子 复 盖 
面 的 引 香 ， 这 已 足以 说 明 X x Y KE. 

. 取 一 点 x*E€ X HZA xY 的 子 集 {x}XxY， 给 它 以 诱导 拓 
扑 。 不 难 验证 


Pal íx} xY:(x)xY—Y 
HEAR. RAK, (x)x Y REFA xL E’ RMANA 
Y 的 拷贝 ( 见 图 3.2)。 所 以 {x} x Y 紧 致 我 们 可 以 找到 他 的 一 个 


有 限 子 组 ， 它 所 有 的 成 员 作 并 集 时 包含 {x}x Y. 将 这 个 有 限 子 
组 的 成 员 记 作 


UixVi,UixVi, "Us, XVI, ` 


为 的 是 强调 它们 依赖 于 x*。 注 意 ， 这 些 集合 的 并 集 所 包 FHE 
{x} x 了 要 多 ， 实 际 上 包含 了 整个 UxY， 其 中 U*== fiut, 
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色 现 在 为 止 我 们 只 用 了 


Y 的 紧 致 性 。 从 图 3.2 来 看 ， m U*xY 
fg£& U*xY ER XxY pj fy Fh 
于 X 内 子 集 wz 之 上 的 一 Y | AD 
条 。 证 明 的 剩 下 部 分 是 利用 I 

n [xY 
X By sspe DL BH T DUCES n 
限 多 个 这 样 的 条 形 复 盖 整个 一 一 {一 
XxY., 集合 组 {U*|xE X) Ut 
EXHAR, Mob m 3.2 


以 选 出 一 个 有 限 子 复 六 比如 说 
U*1,U*3,--.,U*s, 

出 于 是 这 些 集合 的 并 集 ， 我 们 有 

XxYc(U*ixY)UQ: xY) UU CU”: xY). 
但 是 U* ;XY 包含 于 

QUiixVi))U-UQ i xV )。 

因此 ， 拓 扑 基 内 的 开 集 

Ui xViUjiixVii,,Ui:: XVii, 1«ixs 


构成 好 的 一 个 子 复 盖 。 证 些 ， 

现在 可 以 来 证 明定 理 (3.1)， 从 而 完成 对 欧 氏 空 间 内 有 界 闭 
集 的 到 划 。 再 将 定理 重 述 一 逼 。 

GDE EHF S5 ^5EBiSÓvAÓQA m. 

证 明 ”在 定理 (3 .9) 中 我 们 已 经 证 明 欧 氏 空间 的 紧 致 子 集 为 
ARRE., EZ BXA EARR, EE AIEE kE 
的 n 个 拷贝 的 乘积 ， 并 注意 由 于 X 有 界 ， 它 必然 包含 于 

[-s,s]x[—5s,3] x x[—s,s) 
CAREL- s, 5189 n A ULIS EE , 其 中 s 为 某 个 正 的 实数 。 

i£ Heine-Borel 定理 [一 s, $1 紧 致 , 按 定理 (3.15) 这 个 区 间 有 限 多 
个 拷贝 的 乘积 为 紧 致 。 因 此 ， 大 为 紧 致 空间 的 闭 子 集 ， 按 定理 
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(3.5) X ARK, 

结束 对 紧 致 性 的 讨论 之 前 ， 我 们 应 该 提 一 下 定义 无 穷 多 个 空 
间 的 乘积 窗 间 是 可 能 的 ， 产 且 还 可 以 证 明 任意 多 个 紧 致 空间 的 乘 
积 是 紧 致 空间 。 这 个 结果 通常 称 为 Tychonoff € SH, 它 等 价 于 
选择 公理 ， 上 比 有 限 情 形 的 定理 (3.15) 要 深 麟 ， 关 于 Tychonoff Æ 
理 的 详细 论述 请 读者 参照 Kelley[17] 


习 H 
20. 若 X x 立 具有 乘积 拓扑， 并 且 若 4SX，BSY， 证 


AxB-AxB, (AxB)'—AxB, 
以 及 
Fr(Ax B) — [FrCA) x B] UL A xFr(B)], 
这 里 fr( ) 表 示 边 界 。 
21. 车 A 与 昌 紧 致 并且 车 W 是 4xXB 在 XxY 内 的 一 个 
SBi BOR AGEXPQRUADERU, 5 BEY 内 的 邻 域 w ， 使 得 
U xV cW, 
22, 证 明 两 个 第 二 可 数 空 间 的 乘积 是 第 二 可 数 的 ， 两 个 可 
分 空间 的 乘积 是 可 分 的 。 
23. 证 明 [0,1) x [0, DERE T [0,1] X [0, D, 
24, iExX€ X, EY., ERR 
ICY Gu), I= (Clo Y) 
定义 的 映射 
f:X—XxY, g:Y—XxY 
是 嵌入 映射 (定义 如 习题 14)。 
25. 证 明 按 4A(x) 二 (x,x) 定 义 的 对 角 映 射 4: 匀 一头 X X 为 连 
续 ; 并 证 明 关 为 Hausdorff 襟 间 ， 当 而 且 仅 当 4(x) 是 针 XxX 的 闭 
集 。 
26, 我 们 知道 投影 pi:X XY 一 X，Ppa:X XY 一 了 是 开 映 射 。 
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它们 也 是 闭 上 映射 吗 ? 

27. 设 已 给 可 数 多 个 空间 Xo Xon A RULBUIX;B—^T 
典型 的 点 可 以 写成 <= (x, xS, 0. MX: 上 的 乘积 拓扑 是 使 所 有 
的 投影 pi: 了 Xi 一 Xi pig 二 Zi， 为 连续 的 最 小 拓扑 。 从 空间 
X, X, HI JE AE SR HE XC dn d 9 — 28 3a 3T XE. 

28. 车 每 个 XX; 为 度量 空间 ，Xi 的 拓扑 由 度量 dis e. dE 
明 
4EXOT HX; 上 的 一 个 度量 ， 它 所 诱导 的 正 是 乘积 拓扑 。 

29, HX: 的 箱 拓 扑 是 以 所 有 形状 如 U XU:Xx.… 的 集合 为 扼 
扑 基 产生 的 拓扑 ， 其 中 Ui; Xi 的 开 集 。 证 明 箱 拓 扑 包 含 了 乘 
积 拓扑 ,着 且 证 明 二 者 重合 , 当 而 且 仅 当 除 了 有 限 多 个 工 之 外 ，Ai 
为 平庸 拓扑 空间 ( 习 为 平庸 拓扑 空间 ， 假 如 它 仅 有 的 开 集 为 如 与 
X). 


$.5 连通 性 

象 实数 轴 、 环 面 这 样 的 空间 从 直观 上 看 起 来 是 连通 的 ， 就 是 - 
说 ， 整 个 是 一 块 。 不 难 对 这 个 直观 的 连通 概念 下 一 个 严格 的 定 
义 ， 寿 看 出 它 是 空间 的 拓扑 性 质 。 

我 们 说 过 了 ， 直 观 地 看 ， 连 通 就 是 整个 成 一 块 的 意思 。 因 
此 ， 车 疼 是 连通 空间 ， 并 且 若 我 们 把 六 写成 两 个 非 空子 集 的 并 集 
AU 了 3， 则 我 们 期 望 4 与 妃 或 者 相交 ， 或 者 至 少 在 关内 是 紧 乒 着 
的 。 数 学 化 地 表达 出 来 就 是 要 求 

ANB, ANB 


之 中 至 少 有 一 个 非 空 ， 换 名 适 说 ， 或 者 4 与 巨 有 公共 点 ! 或 者 日 
的 某 点 为 4 的 极限 点 ! 或 者 4 的 某 点 为 旦 的 极限 点 。 例 如 ， 著 将 
闭 区 间 [0, 11 x E29 [0, 1/2) U [1/2, 1] , 则 点 1/2 属于 [0,172) N 
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[1/2, 1]. 

GADEL dedpkdBpX Eikil 45. dido Sic HUE A- 
4pE4GRSARARAU BE, MAD BAXS., AXADnBxs. 

(3.10 838. ”实数 轴 是 连通 空间 。 

WEB] iR R—-AUB, Xh Ab BEZ, 4£R AnB— e, 我 
们 来 证 明和 4 的 菜 个 点 为 了 的 极限 点 ， 或 8 的 某 点 为 4 的 极限 点 。 
W aE Ah,bEB, 并 且 不 失去 普 温 性 可 以 假设 4<<b。 设 半 为 和 4 内 小 
于 》 的 点 全 体 所 构成 的 子 集 ， 才 令 s 为 X 的 上 确 界 。 点 s 可 能 属 
于 4， 也 可 能 不 属于 4。 但 是 ， 若 s 不 属于 4， 按 上 确 界 的 定义 
s 必然 在 4 内 。 将 这 两 种 可 能 性 分 开 考 虚 。 若 s CFA. Wis 
b, REB HIT s 是 X 的 上 界 ，s 与 b 之 间 的 点 公 都 属于 了。 从 而 
s 是 日 的 极限 点 、 车 s 不 属于 A4， 则 由 于 AUB=R，s 必 属于 
B。 上 面 我 们 已 经 指出 过 在 这 个 情形 s 为 4 的 极限 点 。 因 此 我 们 
已 经 证 明了 或 者 4 站 8 二 ,或 者 ANB 儿 。 

拓扑 空间 的 子 集 对 作 是 连通 子 集 ， 假 若 给 以 诱导 拓扑 时 它 成 
为 一 个 连通 空间 。 我 们 称 实数 轴 的 子 集 关 是 一 个 区 间 , 假 如 ,对 于 
任意 两 个 不 同 的 点 4,5EX(a<<5) ,一 切 大 于 a4， 小 于 5 的 点 都 属 
于 匀 。 这 其 实 就 是 通常 的 区 间 概 念 ， 它 包括 了 开 区 间 、 闭 区 间 、 
牢 开 区 间 、 或 在 某 一 端 伸 向 无 穷 的 区 间 。 我 们 的 直观 提出 很 强 的 
暗示 说 ， 区 间 应 是 实数 轴 上 仅 有 的 连通 子 集 。 所 有 其 它 子 集 都 有 
间隙， 从 而 分 成 了 好 几 块 。 

(8。19) 定 理 ” 洋 数 轨 上 的 非 空 子 集 为 连通 ， 当 而 且 仅 当 它 是 
一 个 区 间 。 

证 明 定理 (3 187 的 证 朋 很 容易 适应 于 求证 任何 区 间 是 思 通 
的 。 若 X 不 是 区 间 ， 则 可 找到 点 a,5E XX, 以 及 不 属于 XX 的 一 点 满 
是 4<p<b。 例 和 4 为 XX 内 小 于 p 的 点 所 构成 的 子 集 ，B 二 X 一 A， 
由 于 p 不 在 X 内 ， 一 点 著 属 于 A 在 X 内 的 闭 包 ， 则 必定 小 于 p， 
一 点 车 属于 中 在 X 内 的 闭 包 ， 则 必 大 于 p». NIEAnBSAOnB 
HEER, XTERM. 
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连通 性 的 定义 可 以 用 多 种 方式 来 陈述 ， 

(3.20) 定理 ”对 于 空间 半 ， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(a) XX 连通 ， 

D 关内 同时 为 开 集 与 闭 集 的 子 集 只 及 与 实 集 ， 

() XCR4Edo AB AT aX apE TEE EAE, 

(4) RARER ARHAX S] — 4 BF d dA dE dE S 
上 去 。 

证 明 dEÍTIEBROGOAD(0)2€(02()2(00. WX i£. H 
设 4 为 站 的 既 开 又 闭 的 子 集 。 车 了 二 XX 一 A4， 则 B 也 是 RFRA 
的 。 由 于 4 与 了 都 是 闭 集 ， 我 们 有 4 三 4A， 呈 = B， 这 就 得 到 


Af B-A[|B-AfB-g, 


[REX RE. BIDLA 与 有 之 一 必须 为 密集 ， 另 一 为 整个 空间 。 
这 就 证 明了 (a) 福 (b)。(D) 祁 (是 显然 的 。 
设 广 X-=Y 为 连续 满 映 射 。 将 了 写成 两 个 不 相 交 非 空 开 集 的 莽 集 
UNV. NIX-Q^7U)U GV), 5C) IRI 

剩 下 只 锋 证 明 (d) 访 (a)， 设 空间 XX 满足 (4)， 并 设 半 非 连通 。 
XRRR AUB, HopAGBd3bx, HRE 

A(B-AQnB-g. 

HOESGEMA C BEURGRÉS (Um. POEIDRATOA E. RIE 
义 从 半 到 实数 轴 上 的 子 空间 {一 1, 1} 的 映射 了 按照 
一 1， E xE A, 
1 S xc B, 
则 f 是 连续 满 映 射 ， 与 满足 (d) 矛 盾 ! 


一 个 连续 映射 应 当 不 至 于 把 空间 撕 裂 成 儿 抉 ( 就 是 说 ， 将 连 
通 空间 映 为 非 连通 空间 )， 我 们 预期 的 结果 是 连续 映射 应 保持 连 
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ES 


通 性 。 

(5.21) 定 理 连通 空间 的 连续 条 是 连通 空间 。 

证 明 设 f:X 一 Y 为 连续 满 映 射 ， 并 且 设 了 连通 。 若 4 为 了 
内 同时 开 与 闭 的 子 集 ， 则 广 !(4) 在 怀 内 同时 为 开 集 与 用 集 。 由 
于 XX WB. [D CURES X 或 空 集 ( 按 定 ERO 20) f (5. 
由 于 f 是 满 映射 ， 4 必然 为 整个 了 或 空 集 。 

(5.22 Xx h:X—Y X BRE, AX 连通 ， 当 而 Rad Y 
连通 。 简 单 地 说 ， 连 通 性 是 空间 的 拓扑 性 质 ， 

(5.25) 定 理 设 六 为 拓 护 空间， 为 义 的 子 集 。 若 2 连通 ， 
并 在 X 内 再 害 ， 则 和 连通 。 

证 明 设 A4 为 XX 内 的 一 个 处 开 又 闭 的 非 空子 集 。 由 于 2Z 在 外 
内 稠密 ，Z 必 定 与 头 的 任何 非 实 开 集 相交 ， 从 而 

AZS, 
TRACZBERZXSSEHÉE. BT ZiEiil, RIIA 
An Z-Z, 

也 就 是 ，ZCA。 RH EX —ZGA-—A, £l X— A, ZESA 
需要 的 ， | 
(5.20 R. 若 忆 是 拓扑 空间 生前 连通 子 信 ， 并 且 益 Z SY 与 
Z,W|Yskiü. 45), Z nO, Zik ii, 

证 明 注意 Q 在 Y 内 的 用 包 是 整个 上， 然后 对 于 空间 对 Z 
Y 用 定理 (3 .23)， 

我 们 还 需要 一 个 术语 .车 4 与 是 实 间 的 子 集 ,并 且 车 A 站 
玉 为 襟 集 ， 则 我 们 说 4 与 B 在 基 内 是 互相 分 离 的 . | 

(3.250 定理 jt 8 A i] X A-a Es 11893] 4E MA 
X, X GS ARA Vk, ERO IESU ARX AR 
TR GEdG B4. n Xii. 

证 明 设 4 为 XX 内 弃 开 又 闭 的 子 集 ,。 我们 证 明 4 或 者 为 宏 
集 ， 或 者 为 整个 人 X。 池 的 每 个 成 员 连 通 ,因此 ,车 ZE, MZAA 
或 者 为 空 集 , 或 者 是 整个 Z。 若 对 于 一 切 ZE 导 有 2n4= 和 节 ,， 则 
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Ac: gf. 55-- fonI REPE ERU TRE SU de ZE S, Ei Zn A—Z, 
也 就 是 4 三 4。 设 全 是 宁 内 的 任意 一 个 另外 的 成 A., XWn»nA- 
£g, WIW.5ZicXPI HIA B AA, WOnA- gez Wc 
X-A, dtHih T X—AoumHfE. SITEWCX—A. RI 
^ikHRRZCA-AR4SEGUE). BI BB SE 何 两 个 成 员 
在 惰 内 都 不 是 互相 分 离 的 。 因 此 ， 环 三 4， 对 于 一 切 环 GE 如 ,从 
而 4 一 J 宁 三 X。 

(3.20 2838. XX EY Rak il E D. WpEdEBDXXxYRGE 

证 明 xS XBSEX— A, WX x Y m zeqgix)yxY 
连通 的 , 因为 它 同 胚 于 Y。 同 理 ， 
对 于 任意 一 点 VEY, FZX x 
(y) 是 连通 的 。 然 而 {Xx} XY 与 v 
Xx HAEC, 因此 v 
Z(xX,y)—((xYxYOU (Xx(yp. 1! 
连通 〈 运 用 定理 (3.25) F ZE [B] 
ZG). XÁmT 


< -m 
XxY= |] Zx, v), X x! x 
ser 图 3.3 


并 且 任 意 两 个 Z (x,y) 相交 ， 再 一 次 用 定理 (3.25) 便 知 XxY 连 
通 。 图 3.3 说 明了 证 明 大 意 ， 
从 这 个 结果 立刻 知道 n- 维 欧 氏 空间 是 连通 的 ， 因 为 它 是 实 


BO 7 个 找 贝 的 乘积 。 其 次 , 考虑 已 ! 内 的 单位 球面 9"，n>1l。 


如 果 我 们 从 S" 除去 一 点 ， 则 得 到 同 胚 于 五" 的 一 个 空间 。 但 当 
nn 之] 时 ， 除 去 一 点 的 S" ES 内 的 闭 包 是 整个 S"， 因 此 ， 按 定 
理 (3.23) 当 7 之 1 时 S" 为 连通 空间 。 又 环 面 可 以 看 作 Si1x S!， 因 
为 比 也 是 连通 的 。 

”应 当 指 出 ， 若 乘积 实 间 XxY 连通 ， 并 且 ， 若 XxY 非 空 ， 
则 因子 与 必然 是 连通 的 ， 这 是 由 于 投影 为 连续 映射 。 
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若 一 个 空间 不 是 连通 的 ， 则 它 分 裂 为 一 些 连 通 块 的 井 集 ， 其 
中 任意 两 个 是 互相 分 离 的 。 我 们 称 这 些 连通 块 为 连通 分 支 。 更 正 
式 一 些 说 ， 拓 扑 空间 XX 的 连通 分 支 就 是 它 的 极 大 连通 子 集 。 

(3.27) 定理 括 扑 空间 的 连通 分 支 为 闭 集 ， 不 同 的 连通 分 支 
在 空间 内 是 互相 分 离 药 。 

证 明 ix CoSXH)—^ E384 rx. WU C 为 连通 的 ， 因 此 按 系 
(3.24)，C 也 是 连通 的 。 由 于 C 是 XX 的 极 大 连通 子 集 ， 故 必 有 
C=C, 

ECARE. XiDJtXpgi5R—^ 54x. HA, €D5CCE 
六 内 不 是 互相 分 离 的 ， 则 按 E S8(Q.25,CU DD 为 连通 的 。 这 与 
CD) 的 极 大 性 矛盾 ! 

注意 拓扑 空间 内 的 任何 连通 子 集 必 定 包 含 在 一 个 连通 分 支 
中 。 因 为 车 4SX， 拌 且 若 连通， 定义 C 为 人 内 一 切 包含 4 的 
连通 子 集 的 并 集 。 则 按 定 理 (3.25) ,这 个 并 集 是 连通 的 ,并且 由 它 
的 构 作 方式 知道 是 极 大 的 。 因 此 ，C 是 包含 4 的 一 个 连通 分 支 。 

举 一 两 个 例子 帮助 直观 想像 。 

例子 

1. 连通 空间 ， 比 如 环 面 ， 就 只 有 一 个 连通 分 支 。 另 一 个 极 

获 拓扑 空间 ， 它 的 每 一 点 是 一 个 连通 分 支 。 

2, 上 上! 一 S$ 有 三 个 连通 分 支 ， 姑 (一 ceo, 一 D (一 1,1) ,以 及 
(1, 00)。 当 7 之 1 时 空间 "+1 一 S" 有 两 个 连通 分 支 ， 由 |x| 交 1 
与 jxzlj1<1 给 出 。 

3. Hamid remm 以 E 的 每 一 
点 为 一 个 连通 分 支 。 注 意 Q 不 是 离散 空间 。 象 这 样 ， 每 个 点 都 
是 连通 分 支 的 空间 呀 作 完 全 不 连通 空间 ， 

习 题 

30. 设 兴 由 平面 上 所 有 的 那 种 点 构成 ， 它 们 至 bo 

标 是 有 理 数 。 证 明 必 作为 平面 的 子 空 间 是 一 个 连 遵 空间 。 
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31. 4E HESCERDAAUHTNRindh. Amt 间 的 连通 分 支 
是 怎样 的 ? 对 于 趾 开 区 间 拥 扑 回 答 同 一 个 问题 。 

32. 车 针 只 有 有 限 多 个 连通 分 支 ， 证 明 每 个 连通 分 支 同 时 
为 开 集 与 闲 集 。 试 找 出 一 个 拓扑 空间 ， 它 的 任何 连通 分 支 都 不 是 
开 集 。 

33. “( 介 值 定理 ) X f: [fc, b]-- EE ERR. dE 是 f(a) 
之 0，f(5) >0， 利 用 [a,5] 的 连通 性 证 明 存 在 一 点 cE [a,b], E 
得 f(c) — 0, 

34. SERI XPL(ERMESR,. IBAnxpIT4EXXC X,EL Rx B5 
邻 域 U， 有 x 的 连通 邻 域 V 包 含 于 U。 证 明 任 何 欧 外 宏 间 ， 从 而 
任何 局 部 为 欧 色 空间 的 拓扑 空间 (如 曲面 ) 是 局 部 连通 的 。 取 

X={0} U (1/n|nz 1,2,--), 
证 明 作 为 实数 加 的 子 空间 XX 不 是 局 部 连通 的 。 

35. 证 明 局 部 连通 性 为 同 胚 所 保持 ， 但 不 一 定 为 连 续 映 射 
所 保持 。 

36. 证 明 半 为 局 部 连通 ， 当 而 且 仅 当 羡 内 每 个 开 dE 的 连通 
分 支 为 开 集 。 

3.6 道路 连通 性 

拓扑 空间 关内 的 一 条 道路 是 指 一 个 连续 映射 7:10,11 一 XX。 
点 ?7(0) 与 y(1) 分 别 呀 作 道路 的 起 点 与 终点 ， 莽 且 我 们 说 ”连结 
yCO SI CO. ERE Y EXE 

y^()-—y(—0,  O«t«l, 
M y713& X Pau 8k y COD 33] y (C 的 一 条 道路 。 

(3。.28) 定 义 ” 空间 叶 作 是 道路 连通 的， 假如 它 的 任意 两 点 
可 以 用 一 条 道路 连结 。 

若 y 是 站内 的 一 条 道路 ， 兰 且 若 了:X->Y 了 是 连续 映射 ， 则 
选 合 映射 
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f0,1] — x — Y 

是 Y 内 一 条 道路 。 从 这 里 可 以 很 清楚 地 看 出 若 h: 半 一 Y 为 IBN, 
X 为 道路 连通 的 ， 则 工 也 是 道路 连通 的 。 换 旬 话 说 ， 如 同 紧 致 性 
与 连通 性 ， 道 路 连通 性 也 是 空间 的 拓扑 性 质 。 

道路 连通 空间 总 是 连通 的 ,但 其 赣 不 颖 。 我 们 常常 要 假设 所 考 
虑 的 空间 是 道路 连通 的 。 在 许多 情形 ， 比 如 说 讨论 空间 的 基本 群 
了 时， 加 上 这 种 假设 是 完全 自然 的 ， 因 为 基本 群 是 利用 空间 中 的 道 
路 构造 出 来 的 。 

(3,290 定理 道路 连通 空间 是 连通 的 。 

证 明 RADER EMEN, iE A AX i—i R A 
的 非 窗 集合 。 设 车 4 不 是 整个 头 ， 选 取 XE A,yE X 一 4A, 并 H, 
用 和 的 道路 v ES x XE y. WE y! CA) ARI [0,1] 内 的 一 个 非 窗 
RTE, EH. MTS (Pycm'ETE,SCOEBXOPX S. ixi [0,1] 
XER HS SESCOFJ8. HE, AFX Aenea RORA Y, 
这 正 是 所 需要 的 。 

注意 对 于 空间 半 内 的 点 *,y,z, 若 道 路 ,8 分 别 连结 zx 到 y， 
与 4 到 >， 则 按 


a (21), ost «1/2, 
y(t) = 
BQi-D,  I/2xtxl 
而 定义 的 道路 7 连结 x 到 z， 


(5.50) 定理 BEA re 3] Ap d ie HE TE HEURE GE ik iB 5, 

证 明 XA E 的 连通 开 WE. FEX, 4RU GO xd 
内 可 以 用 道路 连结 到 x 的 点 所 构成 的 集合 。 我 们 的 目的 是 证 明 
U(x) 二 针 。 由 于 U(X) 显 然 是 道路 连通 的 ， 这 就 使 定理 得 以 证 
Bj. iE y€ U CO, HRAS 为 中 心 整个 包含 dEXPO3BSER fk P. E 
zB, 则 在 关内 可 以 用 道路 连结 z 到 x， 因 为 ,我 们 可 以 在 8 内 
用 这 线段 连结 z 到 yy， 接 着 用 关内 的 一 条 道路 连结 y 到 x。 因 
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Jb, Bí m dEUGOPS, BiHCEIH U CO JE X PoBG 3E E. XU) 
在 广内 的 余 集 是 子 集 组 {U (y) | y C X —U (x) ) € Hcr HE, MA 
而 也 是 开 集 ,于 是 U(x) 
LEXE. HEX 
3E38. JEH.U (0 JE 
( 它 至 少 包 含 点 x) ,我 们 
有 U(x) Ix, 

前 面 鲁 提起 连通 空 
间 不 一 定 道路 连通 ， 图 
3,4 给 出 平面 上 具有 这 


种 特性 的 一 个 紧 致 子 空 图 34 
B. EX 


Y={ 0,9) € E] -isya]}, 


HES X=YUZ, EAL, 1] EAER F, Z XE 
通 空间 。 不 难 验 证 ，Z 在 的 闭 包 恰好 是 X， 所 以 和 是 连通 的 。 
为 了 证 明 关 不 是 道路 连通 的 ， 我 们 将 征明 不 可 能 用 半 内 的 道路 连 
结 Y 内 的 一 点 到 2Z 内 的 一 点 ， 设 yEY,，y:10,1] 一 处 是 以 y 为 起 
点 的 一 条 道路 。 由 于 Y 是 E 的 用 集 ， 它 必 是 和 的 闭 子 集 ， 从 而 
y (Y) fE[0, 1] 929] SÉ. m Hy 71 OO 肯定 是 非 空 的 〈 它 包含 了 
0) ,所 以 ， 如 果 我 们 能 证 明 它 在 [0,]] 内 为 开 集 ,就 将 有 ?CCY) 二 
[0,1] i y C0, 1D SY ,于 是 达到 预期 的 目标 , 设 tE 71 Q0, I 6 
05 8$], E y Ette BL EL Y OO 239p. 1/2297 81g 
BUE D PO. xke BE 3 mRDAX usc E vf LA — HE 
间 ， 以 及 曲线 y 二 sin (NjXx) 的 一 些小 段 ， 这 每 一 段 同 是 于 一 个 闭 
区 间 。 不 仅 如 此 ， 这 些小 区 间 之 中 的 任何 两 个 在 DO X 内 是 互相 
FRR. R, DOY JE DAX AAE i8 4r. BOT yc 
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DAY, ma~e, ttem, 所 以 y((i 一 E,t 十 28)) 必 然 整 个 包含 在 
DAY 内 。 这 就 证 明了 Yy71(Y) 是 [0,1] 内 的 开 集 ， 从 而 证 明了 XX 

实 间 美的 道路 连通 分 支 ( 类 似 于 连通 分 支 构 念 ) 定 义 作 关内 的 
一 个 极 大 道路 连通 子 集 。 每 个 道路 连通 分 支 是 连通 的 ， 因 此 包含 
在 一 个 连通 分 支 之 内 。 但 是 ， 一 般 来 说 ， 各 个 道路 连通 分 支 并 不 
是 互相 分 离 的 ， 也 不 一 定 是 闭 集 。 例 如 ， 在 图 3.4 中 所 给 出 的 空 
间 内 ， 道 路 连通 分 支 是 Y,Z。 它 们 不 是 互相 分 离 的 , 霸 且 Z7 


: a 

37. 证 明道 路 连通 空间 的 连续 像 是 道路 连通 的 ， 

38. 证 明 当 n>>0 时 5S" 是 道路 连通 的 。 

39. 证 明 两 个 道路 连通 空间 的 乘积 是 道路 连通 的 ， 

40. 营 A4A 与 是 宏 间 内 的 两 个 道路 连通 子 集 ， 寺 且 若 ANB 
非 空 ， 证 明 AU B 是 道路 连通 的 。 

41. 试 找 出 某 一 空间 内 的 一 个 道路 连通 子 集 ， 它 的 闭 包 不 

42. 证 明 任 何平 庸 空 间 是 道路 连 道 的 。 

43. 空间 XX 叫 作 局 鄙 道 路 连通 ， 假 如 对 于 每 个 XE XX, 以 及 
x 的 每 个 邻 域 U,， 有 x 的 道路 连通 邻 域 VY 包含 在 U 内 。 图 3.4 中 
的 空间 局 部 道路 连通 吗 ? 将 空间 

£02 U {1/n1n=1,2,%} 

转变 成 平面 上 的 一 个 道路 连通 ， 但 不 是 局 部 道路 连通 的 空间 ， 

44. 证 明 连 通 ， 并 且 局 部 道路 连通 的 空间 是 道路 连通 的 。 
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4. k & dB 


4.1 Mibius 带 的 制作 


许多 有 趣 的 空间 可 以 按 下 面 的 方式 造 出 来 。 从 一 个 很 简单 的 
拓扑 空间 基 出 发 ， 把 二 的 某 些 点 粘 合 起 来 而 得 到 一 个 新 的 空间 。 
我 们 以 前 已 经 这 么 作 过 ， 在 第 一 章 中 全 制作 过 各 种 曲面 ， 那 里 我 
们 指出 怎样 从 一 个 长 方形 出 发 ， 适 当地 将 长 方形 的 边 粘 合 而 得 到 
Möbius 带 、 环 面 以 及 Klein 瓶 ， 现 在 我 们 要 比较 详细 地 说 一 下 
Möbius 弄 的 构造 ， 莽 且 要 解释 怎样 利用 正方 形 的 拓扑 使 Möbius 
带 成 为 一 个 拓扑 空间 。 这 样 定义 的 Möbius 带 就 是 粘 合 空 间 的 一 
个 例子 。 

这 种 构 作 方 法 的 推广 将 在 4.2 节 给 出 。 就 是 说 ， 将 长 方形 以 
一 个 任意 的 拓扑 空间 代替 ， 利 用 兰 的 拓扑 ， 使 兰 粘 合共 些 点 之 
后 的 集合 成 为 拓扑 寄 间 。 

制作 Möbius 带 时 ， 我 们 把 一 个 长 方形 扭转 补 周 ， 然 后 将 对 
边 粘 合 ， 首 先 需要 把 这 个 手续 转述 成 精确 的 数学 语言 。 作 为 长 方 
ER, RE 内 满足 Oscxec3,0«y«1 的 点 (x ,四 所 构成 的 子 襟 
间 。 要 描述 把 扭转 全 周 后 使 铝 惠 的 两 个 对 边 粘 合 ， 我 们 将 尺 划 
分 为 互 不 相交 的 非 空子 集 ， 使 得 两 个 点 在 同一 子 集 内 ， 当 而 且 仅 
当 它 们 将 粘 合 在 一 起 。 将 这 每 个 子 集 当 作 Möbius 带 的 一 个 点 ， 
就 得 到 所 希 贾 的 粘 合 。 尺 的 划分 是 : 

Ca) 由 形状 如 (0, 四 , (3,1 一 臣 的 一 对 点 所 构成 的 集合 ， 共 中 
Oxyszls 

C(Cb)l&A-Bg 4 (x,9), 0«x«3,0xyscb MAREA. 

于 是 得 到 了 一 个 集合 以 ， 它 的 点 就 是 在 以 上 划分 之 下 了 的 子 
集 。 将 民 的 每 一 点 对 应 于 划分 中 它 所 属 的 子 集 ， 就 得 到 把 民 跨 满 
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六 的 一 个 自然 的 跨 射 TY。M 上 的 粘 合 拓 扑 定义 作 使 n 为 连续 的 最 
大 的 拓扑 。 在 这 个 拓扑 之 下 ， 好 的 子 集 O 为 开 集 ， 当 而 且 仅 当 
Tm1(0O) 在 长 方形 内 为 开 集 。 


(3,1—y) > I 


图 4.1 

看 一 看 图 4.1， 就 知道 我 们 得 到 的 是 什么 样 的 开 集 。 将 他 的 
点 按 通 常 的 方式 表 为 E 的 子 集 ， 以 表示 RR 的 两 个 铝 韦 边 在 下 
LTR., AR, 表示 尺 减 去 两 个 铝 直 边 ， 则 工 限 制 在 尺 * 上 为 
一 对 一 ， 莽 且 是 只 s 'S5M—L lBgIAM. A, M—Lp3 各 点 
的 邻 域 可 说 是 完全 清楚 的 ， 它 们 只 不 过 是 Re 内 点 的 邻 域 在 T 之 
下 的 像 。 车 Pp 在 线段 上 ， 则 7X7!(p) 包含 两 个 不 同 的 点 ， 分 别 位 
FRERE. MERO, D; 〈3 ,1 一 内 的 两 个 点 。 在 
及 内 ， 以 (0, 妨 (3 一 仿 为 中 心 ， 相 同 舍 径 的 两 个 牛 圆 共同 构成 
的 集合 钙 世上 映 为 点 P 在 好 的 粘 合 拓 扑 之 于 的 一 个 开 邻 域 ( 若 P 为 
工 的 端点 ， 则 应 是 内 的 两 个 等 牢 径 的 四 分 之 一 圆 共 向 构成 的 集 
合 ， 被 TRA p 在 放 到 的 一 个 开 邻 域 )。 注 意 ， 如 果 只 取 一 个 中 
Bu. WEM Pans fS RIERR P 的 邻 域 ， 并 且 不 是 开 集 ， 因 Ub, 7 
不 是 开 上 映射 。 工 的 点 在 Mobius 带 内 毕 冤 也 不 显得 特殊 ; 在 粘 合 
拓扑 之 下 它们 与 所 有 其 它 的 点 具有 同样 的 邻 域 。 事 实 上 ， 不 难 
检验 这 个 粘 合 拓扑 与 £3 在 集合 M 上 所 诱导 的 拓扑 重合 。 

REMER Hii ES 的 子 集 只 是 为 了 方便 。 值 得 着 E 
指出 的 是 在 本 节 中 作为 粘 合 空间 而 定义 的 Mobius d SE E hl 
的 ， 不 傅 顿 于 看 作 欧 氏 空间 子 集 的 特殊 表示 。 


4.2 粘 合 拓扑 
设 X 为 拓 半 空间 ,分 为 XX 的 一 族 互 不 相交 的 非 实 子 集 ， 使 得 
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LJ9— X, kil —^ Men EX AAR. RTFSR E 
一 个 新 窄 间 Y， 叶 作 粘 合 空间 。 了 7 的 点 是 全 的 成 员 并 且 著称 : 
XY 将 多 的 每 点 泛 到 所 属 的 仿 中 成 员 ， 而 Y 的 拓扑 是 使 x 为 
连续 的 最 大 的 拓扑 ,于 是 ,Y 的 子 集 O 为 开 集 ， 当 而 且 仅 当 z-1(O) 
在 藉 为 开 集 。 这 个 拓扑 几 作 了 上 的 粘 合 拓扑 。 我 们 可 以 把 了 看 作 
是 从 空间 忆 出 发 ,把 属于 呆 的 每 一 子 集 粘 合 为 一 点 而 形成 的 空间 。 

在 4,1 节 中 构 作 Möbius 带 的 手续 是 现在 粘 合 空间 的 一 个 特 
例 。 下 面 我 们 还 要 给 出 另外 儿 个 例子 ， 不 过 先 要 证 明 几 个 关于 烙 
合 空间 的 一 般 结 果 。 首 先是 一 个 可 用 于 检验 以 粘 合 空间 为 定义 域 
的 映射 是 否 为 连续 的 结果 。 

(4.1) 定理 ” 设 了 为 如 上 定义 的 粘 合 空间 ， 了 2 为 任意 拓 db 
间 。 则 映射 /:Y ->Z 连 续 ， 当 而 且 仅 当选 合 映 射 fr:X 一 乙 为 连 
续 。 

证 明 设 UU 为 Z 的 开 和 集 。 则 /1(U) 为 Y 的 开 集 ， 当 而 且 仅 
当 x71(f71(U)) 为 关 的 开 集 ， 也 就 是 ， 当 而 BL G4 0) (QU) 
为 的 开 集 。 

S: XY 为 满 映射 ， 并 且 设 YY 上 的 拓扑 是 使 f 为 连续 的 最 
Kith. WRNI 了 为 粘 合 映射 ， 其 理由 如 下 。 任 何 陕 射 1: 久 一 
Y 给 出 关 的 一 个 划分 ， 以 子 集 {f"!1(y)} 为 它 的 成 员 ， 其 中 y€ YY。 
BY, 为 相应 于 这 个 划分 的 粘 合 窄 间 ，7r:X->Y* 为 相应 的 映 
射 。 

(4.2) 3898 3 fX RALIS RI: 

(a) e Y BETER Y ua 

o (b)i gi YZ 为 连续 ， 当 而 且 仅 当选 合 映射 gf :XX 一 2 
连续 。 | 

证 明 由 于 Y 具 有 使 f 连续 的 最 大 拓扑 ，(b ) 的 证 明 恰 如 定 
MAUD., Y. 的 点 是 集合 UTO} Hip yEY。 €X hk:Y, >Y 
HAAT =y, 则 大 为 一 一 对 应 ， 并 且 满 足 

hr=f, h f—m, 
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HEM (4.0, kA HEAO, Ac Et, We, hA 
RIE. 
(4.3) 定理 设 f:XX->Y 为 连续 满 映 射 , 3B F tX GRA 
为 开 集 ， 或 闭 集 映 为 闭 集 ， 则 了 为 粘 合 映射 。 
证 明 设 f 把 开 集 上 映 为 开 集 、 设 0 为 了 的 子 集 ,使 得 "1(U) 
为 关 的 开 集 。 馈 然 了 是 满 映 射 ，f (f(D0)) 二 U， 因 此 ， 在 Y 的 
已 给 的 拓扑 之 下 口 必 为 开 集 。 所 以 这 个 拓扑 是 使 连续 的 最 大 拓 
+h SERRAR. RAR EERE 
(4.)3& EIX >Y Xj ik SH aA HV AXIRA YA 
Hausdorff, gm] f Akeh. 
XEBH 紧 致 空间 和 的 用 集 为 某 致 ， 从 而 它 在 连续 映射 了 之 下 
的 像 为 了 的 紧 致 子 集 。 但 Hausdorff 空间 的 紧 致 子 集 为 闭 集 。 因 
此 ， 了 把 采集 喘 为 财 集 ， 我 们 可 以 用 定理 (4.3) 导出 需要 的 结 
it. 
我 们 将 用 定理 (4.2) 55 0 (4 40 SEE PE ST — $8 Te zs ELA TRE 
述 。 先 看 环 面 的 两 种 不 同 的 构 作 方 法 。 
AE 取 X 为 EF? 的 单位 正方 形 [0,1] x [01 REIFE 
间 拓 扑 。 将 筷 划 分 为 下 列 的 子 集 组 : 
Ca ) 四 个 顶点 所 构成 的 集合 {(0,0) ,(1,0)，(0,1) 0, D 5 
《hb ) 由 一 对 点 (xz,0) ,(,0,0«x«1, Br SE S, 
(e) H—5/ 4 (0,0, 0,3) ,0 10. BH SES, 
(d) 间 个 点 (xz ,0x«1, OLYL BPÉDRIOdE S. 
所 得 到 的 粘 合 空间 就 是 环 面 。 另 一 个 周 样 常 见 的 描述 是 说 环 
EENAA ARRES XS, WARE SC RREME 
PaRI. du S ABEREA, E XL k ST /:[0,1] x I0, 1] 
Six S! Anf f (x,y) — (2757,09). Widi fü Ic (& R R 
[0, 本 xf10, 匡 的 划分 恰好 就 是 上 面 所 给 出 的 。 捷 系 (4.4) 了 是 粘 
合 映 射 ， 因 此 ， 环 面 的 两 种 描 壕 是 同 胚 的 。 

锥 形 构 造 ” 我 们 的 目的 是 定义 任意 拓扑 空间 万 上 的 锥 形 。 从 
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XXI HR, 4 CX 为 相应 于 下 列 划分 的 粘 合 空 间 : 

(a) PRXX{1}; 

Cb) rt i& A B9 9 DAREA xc X, 0t 
CX MEX LiH., EMA BRATE Xx I 的 顶部 担 CAD 
成 一 点 ， 这 个 点 就 是 锥 形 的 尖顶 。 

若 失 是 某 个 欧 氏 空间 E? 的 紧 致 子 集 ， 则 有 更 为 自然 的 作 
法 。 将 上 £7 包含 于 E 内 作为 最 后 一 个 坐标 为 0 的 一 Ub. 4 
u RR EnH 的 点 (0,0,…，0,1)。 定 义 X 上 上 的 几何 锥 形 为 五 "ff 内 
nf EU tva (0—0x, x€ X, ostelJE3RB9 A BEEJIRIS SEG. 
因此 ， 九 何 锥 形 由 联结 点 与 和 的 点 的 一 切线 段 所 构成 ，。 

(4.5 5|38 — 入 上 的 几何 锥 形 同 肛 于 C X, 

证 明 兮 fi, b= AOLE XXI AX EJL 
锥 形 的 映射 了 。 则 /为 连续 满 映 射 ， 开 且 fx,0—f ^ ,t), M 
而 且 仅 当 或 者 x 二 x ,tt ， 或 者 t=t' 二 1。 因 此 ，f 所 诱导 的 
X xI 的 划分 恰好 是 从 属于 粘 合 空间 CX Aa. WTR s 
故 Xx7 也 紧 致 ， 而 几何 锥 形 由 于 A EH RW iE, GP b&b X 
Hausdorff 的 。 因 此 ， 按 系 (4.4) 了 是 粘 合 空 间 ， 所 要 的 结果 可 
从 定理 (4.2) 的 (a ) 部 分 得 出 。 

粘 合 空间 DB?/S": ig B" A n- 维 欧 氏 室 间 内 的 单位 球体 ， 
$7135 B^ 的 边界 。 考 虑 B" 的 下 列 划分 ， 其 成 员 为 

(a ) 和 集合 5773 

(b)B* 一 5S"! 内 的 单个 点 ， 
相应 的 粘 合 空间 通常 记 作 B*/S"!1。 一 般 ， 如 果 以 任意 空间 关 代 
替 B"， 以 半 的 一 个 子 空间 A 代替 S77, WI X/A Son X dg 3: x 
间 4 粘 合 为 一 点 所 得 的 粘 合 空间 。 注 意 ， 按 照 这 种 记 ik. CX 为 
XxI/Xx(1). 

我 们 说 B/S EET S". EREZA A CBAR. 以 7 二 1 为 
例 ， 这 时 我 们 所 说 的 是 将 [一 1, 1 的 端点 粘 合 就 得 到 一 个 同 RS 于 
圆周 的 空间 。 要 给 出 一 个 正式 的 证 明 ， 我 们 只 需 造 出 一 个 满 映射 
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f:B'—S", EE Br S"! E3535 —. EHE S" 粘 合 为 一 
Bí. KRU., RARR REAA TOEGESE (4.2) $8 
HEERE. f 可 以 构 作 如 下 ,我 们 知道 Et AFB IL SA, 
及 3" 一 {np}, 这 里 PE S'iE(E3€ — GEIGER: BISE", 
h;E"—S'—(p) HEX 
hx), 当 xcB'—S5*3, 
ro=| 
p, 当 xES" 
f 的 连续 性 不 难 验 证 。 
爆 接 引 理 ” 设 XX,Y 为 某 拓 扑 空 间 的 子 集 。 给 X,Y 与 XUY 
以 诱导 拓扑 。 若 flX-—2,9:Y—2 Xu EA BicllX- 
了 的 交集 上 重合 一 致 ， 我 们 可 以 定义 
fUg:XUYZ 


An] fUgoo-foo, dxcX, fUgan —9g), M ycY, gk 
fUg 是 把 f 与 9 “焊接 起 来 ”而 形成 的 。 下 面 的 结果 使 得 我 们 
能 在 一 定 条件 下 从 f 与 9 的 连续 性 导出 f Ug 的 连续 性 ， 

(4,6) 焊接 引 理 SX5YAXUYAnERE, HLI 
9 都 连续 ， 则 JU 9 连续 。 

证 明 设 C 为 Z 的 闭 集 。 则 f-1(C) 为 XX 的 闭 集 (由 f 的 连续 
性 )， 从 而 在 XUY 内 为 闭 集 (由 于 关闭 于 XXUY)。 同 理 ，g-!1(C) 
闭 于 XXUY。 但 是 


Ug 7(0)—f(C)Ug CO), 


从 而 (7U 9) CO) RT. XUY., REAT f Ug 连续 。 

焊 搂 引 理 中 的 条 件 如 果 换 为 X 与 y 都 是 XUY 的 开 集 ,结论 
仍然 成 立 。 我 们 对 闲 集 来 陈述 是 因为 这 个 情形 最 有 用 。 如 果 对 X 
与 工 不 加 任何 假设 ， 则 引 理 当然 是 不 成 立 的 。 

我 们 将 要 看 到 ， 焊 接 引 理 可 以 用 粘 合 映射 来 陈述 ， 可 以 解 若 
成 定理 (4.3) 的 特别 情形 。 为 此 ， 先 引 大 两 个 窄 间 的 无 交 并 X + 
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YY， 以 及 上 映射 X-Y-—XUY. i RHEXKY bbb, Ejo8 Wm 
ARRA. XX MERGDXDT EAE REDE. IO: 

(a) CEt, 

(4b ) 选 合 上 映射 (JU 9)7:X 二 Y->2Z 为 连续 ， 当 而 且 仅 当 上 与 
9 为 连续 。 

将 (b ) 与 定理 (4.2) 的 (b ) 相 结合 有 下 列 结果 : 

(4.7) 定理 3j 是 一 个 粘 合 上 映射 ， 和 并且 ASX gY 
一 Z 都 连续 ， 则 

fUug:XuYZ 

连续 。 

焊接 引 理 是 这 个 结果 的 一 个 特别 情形 ， 因 为 如 果 XX 与 Y 都 在 
UY 内 为 闭 集 ， 则 /将 闭 集 映 为 闭 集 ， 从 而 按 定理 (4.3)， 了 
为 粘 合 映射 。 

车 j ERARA MXU 可 以 看 作 把 无 交 并 关 十 Y AXK 
某 些 点 与 Y 内 的 点 烙 合 而 得 到 粘 合 空间 。 在 这 种 情形 下 ， 我 们 党 
说 XUY 具 有 粘 合 拓扑 ， 针 UY 的 子 集 4 为 开 ( 闭 ) 集 ， 当 而 且 仅 
MA[(XSGADYAZSpPOX Y 83r (On d£. 

定理 (4.7) 可 以 推广 到 任意 并 。 设 X。，aE A 为 某 一 拓扑 d 
间 内 的 一 族 子 集 。 给 每 个 X,， 以 及 并 集 LJX。 以 诱导 拓扑 。 设 2 
为 任意 拓扑 空间 ， 设 对 每 个 acE 4 已 给 映射 f。:X。->Z， 使 得 对 
于 c,pEA 有 

l fal Xa NXa= fX NX,. 
将 这 些 f. ikmEGLRARAPPIDJX.—Z., REA FOS f O, 
当 xE X。。 设 @X。 表示 空间 X。 的 无 ZH «OX. X. 
RGBEE—ARADL CRNE EAX, EI X. AUX. KEAR 
sf. 

(4.8 定理 Aj HORAM, IEEE EI S 连续 ， 则 下 连 
5. 

证 明 ”注意 Fi:@@X。>2 连续 ， 当 而 且 仅 当 每 个 1。 连 续 ， 
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井 运 用 定理 (4.2) 的 (上)， 
2 如 前 ， 当 i 为 粘 合 映射 时 ， 我 们 
HUX. 具有 外 合 拓 扑 ， 如 果 只 有 有 
限 多 个 X。， 而 且 每 个 X。 UX PI 
1 3 ”的 闭 集 ， 则 LjX。 自动 地 具有 和 粘 合 拓 
Fhe # X, 的 数目 为 无 穷 ， 则 必需 并 
惯 。 图 4.2 表 示 平 面 上 一 族 无 穷 多 个 
OO DEN EREET HER, Cd 1854: 0 eh ELT E RHH 
图 4.2 时 ， 很 清楚 是 同 蚌 于 圆周 的 空间 ， 但 
粘 合 拓扑 却 给 出 一 个 同 胚 于 实数 轴 非 
负 部 分 的 空间 (将 标号 7 的 区 间 映 为 [n 一 1, n D. 
射影 空间 ”我 们 给 出 n- 维 实 射影 空间 P" 的 三 种 描述 。 定 理 
(4,2) E £& CA , 4) nf FREE [8] EH x — d B, 1s Br 18-380 69 Ae 8] — 1 ZI, 
《a )m Ert 内 的 单位 球面 S" ， 把 它 的 点 划分 成 子 集 ， 每 
个 子 集 恰好 包含 两 个 点 ， 即 S* 上 的 一 对 对 径 点 (一 条 直 径 的 两 
个 端点 )。 由 此 而 得 的 粘 合 空间 就 是 P* 。 简 单 地 说 ，P* 是 从 S* 
通过 粘 合 对 径 点 而 得 到 的 。 
C2) 从 所 "tt 一 {0} 出 发 ， 两 个 点 将 被 粘 合 在 一 起 ， 当 而 H 
仪 当 它 们 位 于 局 一 条 过 原点 0 的 站 线 上 (注意 S" 上 的 对 BAR 
有 这 个 性 质 )。 | | 
〈《e ) 从 单位 球体 B* 出 发 ， 将 边界 球面 上 的 对 径 点 粘 合 。 
贴 附 映射 ”作为 粘 合 空间 的 最 后 一 个 例子 ， 我 们 正式 地 定义 
利用 连续 映射 把 一 个 拓 了 扑 空间 贴 附 到 另 一 个 空间 上 去 的 概念 。 
设 XX,Y 为 室 间 ， 4 为 了 的 子 空间 ，7 :4A->X 为 连续 映射 。 
我 们 的 目的 是 要 利用 f 将 Y 贴 附 于 关 而 形成 一 个 新 的 空间 ， 记 作 
XUrfY。 从 无 交 着 X 十 工 出 发 ,定义 一 个 划分 ， 使 得 两 点 属于 同 
一 个 子 集 ， 当 而 且 仅 当 它们 在 了 之 下 粘 合 。 确 切 地 说 ， 划 分 的 成 
A: 
Ca) dba (0), XmacA; 
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(b) Y— ABE BH 

Cc) X -fCA) oi 9 5. 
相应 于 这 个 划分 的 粘 合 空间 就 是 XUTY 。 映 射 f 称 为 贴 附 上 映 

在 很 多 应 用 之 中 ， 工 是 一 个 球体 ， 4 是 它 的 边界 球面 。 考 上 处 
第 1 章 中 说 过 的 关于 射影 平面 (2- 维 实 身影 空间 ?的 描述 。 基 本 的 
思想 是 通过 焊接 边界 贺 周 的 办 法 把 圆 盘 贴 附 到 Mobius 带 上 。 现 
在 可 以 使 这 个 想法 精确 化 。 设 从 为 Mobius $ DARA. xx XE 
已 的 边界 圆周 与 六 的 边界 之 间 的 一 个 同 胚 关 ， 着 作出 粘 合 空间 
M UnD。 所 得 的 结果 就 是 P* ， 工 且 ( 我 们 将 在 第 7 章 中 看 出 ?最 
后 结果 与 产 的 选取 无 关 。 至 于 这 种 描述 与 "射影 空间 "一 款 里 所 给 
的 描述 之 间 的 一 致 性 则 留 给 读者 自己 去 考虑 了 .。 

最 后 再 补充 一 点 : EY 是 从 得 来 的 粘 合 实 间 ， 则 Y 了 是 XX 在 
连续 映射 之 下 的 像 ， 因 此 ， 因 效 了 六 的 某 些 性 质 如 同 紧 致 性 、 连 
通 性 、 道 路 连通 性 。 不 过 ， 汪 可 以 是 Haudorff 的 ， 而 工 却 不 满 
Æ Hausdorff 公理 。 作 为 一 个 例子 ， 取 愉 为 具有 通常 拓扑 的 实数 
轴 ， 划 分 %， 使 得 实数 T 与 s 属于 划分 的 同一 成 员 ， 当 而 且 仅 当 
7 一 s 古 有 理 数 。 请 读者 验证 相应 的 粘 合 空间 具有 平庸 拓 dh. 


3 题 

1. 验证 在 “射影 空间 "一 款 里 列举 的 对 Pt gib 确实 得 出 
同一 的 空间 。 
2. 如 果 把 M6bius 带 的 边界 圆周 粘 合成 一 点 ， 得 到 的 是 什 
么 空间 ? - 
3。 iE f:X-—Y ARAI, uy Aon X ER, EIA) 
给 以 Y 的 诱导 拓扑 。 说 明 限制 后 的 映射 S]A: Af CA 不 一 定 是 
m, 

4. 沿用 前 一 题 的 术语 ， 证 明 若 4 为 和 的 开 集 ， 并 且 映 亚 
集 为 开 集 ， 或 4 为 闭 集 ,并 且 f 映 闭 集 为 六 集 ， 则 /|A:A— A) 
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为 粘 合 映射 。 

5. XAAS a/m] E y*— (/0)?, n—1,2,3,* 的 
HE, S DUEmi By rcCxDPHAaBdb SY Akaa Ben o 
为 一 点 所 得 的 粘 合 空间 。 证 明光 5Y Ammo uU ERER SH 
环 ) 。 

6. 给 出 例子 说 明 粘 合 映 射 可 以 麟 不 开 ， 双 不 闲 。 

7. 描述 下 列 各 空间 : 

(2) 加 柱 面 ， 使 它 的 每 个 边界 圆周 粘 合 为 一 点 ， 

(b) 环 面 ， 使 它 的 由 一 个 经 圆 与 一 个 纬 圆 共 同 构 成 的 子 集 
粘 合 为 一 点 3 

Ce) 52， 使 它 的 赤道 圆 粘 合 为 一 点 ; 

(d) 下 2?， 使 它 的 每 个 以 原点 为 中 心 ， 嘻 径 为 整数 的 圆周 粘 
合 为 一 点 。 

8. iXX Ek Hausdorff Æ], EHX E Bo HEJÉ [a] PX 
x [1,0) 的 一 点 坚 臻 化。 车 和 4 为 头 的 闭 集 ， 证 明 X/A4 Iam T X— 
4 的 一 点 紧 致 化 。 

9. ik f:X—X' ARFER, WU X 5X By 划分 多 与 

， 使 得 车 X 的 两 点 属于 只 的 同一 个 成 员 时 ， 它 们 在 7 之 下 的 
隐居 于 /的 同人 二 EY, Y 7 分别 为 这 些 划 分 所 给 出 的 粘 
合 空间 ， 证 明 /诱导 连续 映射 户 :Y-=Y/， HEES AARS. 
nl 7 也是. 

10. 设 33 为 5 内 的 单位 球面 。 定 义 f:S]— Ethna 

f(x,y,z) = (x*—*,xy,xz, yz), 
证 明了 诱导 了 射影 平面 在 E'A AA GRASSES: STER 3 章 的 习 
题 14 中 定义 过 )。 
11. 证 明 由 
fix, = (cosx,cos2y,sin2y,sinxcosy,sinxsiny) 
定义 的 上 映射 
f:[0,22] x [0 区] 一 五 5 
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给 出 Klein lt ES KARA. 
12. 沿用 习题 11 的 记号 ， 证 明 若 
(2--cosx)cos2y — (2+ cosx') cos2y', 
(2-- cosx) sin2y— (2 + cosx')sin2y', 
则 
cosx--cosx/, cos2y—cos2y/, sin?y-:sin2y', 
M ifi Sr HH d 
g(x,y) = [(24- cosx) cos2y, (2+ cosx) sin2y, 
sin x cos y,sin X sin y] E 
所 给 出 的 上 映射 
9: [0,27] x [0,2] — Et 
诱导 了 Klein fr E* 内 的 一 种 嵌入。 


4.5. T8196 


暂时 离开 粘 合 空间 的 概念 而 考虑 除了 拓扑 结构 之 外 还 有 群 结 
构 的 空间 。 一 个 极 好 的 例子 就 是 圆周 S! ， 可 以 把 它 看 作 由 绝 对 
值 为 1 的 复数 组 成 。 它 的 拓扑 是 从 平面 诱导 来 的 ， 群 结构 就 是 复 
数 的 乘法 。 注 意 下 列 两 个 映射 
Si x S! 一 1 
(ei? eit) eite +o) gim), 


S -> $1, 
ei pemi? GBERS Boi RO 
是 连续 的 ， 从 而 拓扑 结构 与 代数 结构 融洽 地 配合 。 

ADEL C 是 一 个 撕 扑 群 ， 假 如 它 就 是 一 个 Hausdorff 
空间 ， 又 是 一 个 群 ， 并 且 这 两 个 结构 在 下 述 襄 义 之 下 是 相 容 前 ，- 
中 群 的 来 积 由 :GX G->G， 与 群 的 求 记 运算 让 G-=G 部 是 连 $ GÀ 
身 。 

这 一 节 大 部 分 篇 幅 讲 例子 ， 包 括 祭 阵 群 的 例子 。 在 4.4 节 我 
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拓扑 群 的 例子 


1. 实数 轴 ， 群 结构 是 实数 的 加 法 。 

2. 圆周 ， 如 同 前 面 所 描写 。 

3. 具有 离散 拓扑 的 抽象 群 。 

4. 著 面 看 作 两 个 圆周 的 乘积 空间 。 了 到 乘积 拓扑 与 乘积 群 结 
构 ( 两 个 拓扑 群 的 乘积 为 拓扑 群 ， 见 习题 13)。 

5. 3- 维 球面 看 作 四 元 数 空 间 及 内 的 单位 球面 (作为 拓扑 
空间 吾 是 上 上 1， 并 据 有 由 元 数 的 代数 结构 )。 

6、 1 一 维 欧 氏 空 间 、 以 记号 R' 来 强调 所 考 虚 的 是 拓扑 群 
《通常 的 加 法 作为 群 结构 )， 而 不 单单 只 是 拓扑 空间 E" 

7. RÁHSECURHURI GR nxn 短 阵 所 构成 的 群 。 群 结构 来 B 
矩阵 乘法 。 至 于 拓扑 结构 ， 将 每 个 nxn 和 矩阵 4 二 (4i;) 等 同 于 
E' 的 点 

(a,,; 445; ***, Arns 051, ** 0555031, tts Ann) 
而 取 诱 导 拓 5 盾 。 达 个 拓扑 群 是 作 一 般 线性 群 ， 记 作 GLG(n)®。 将 
在 定理 (4.12) 和 仔细 验证 GL(n) 为 拓扑 群 。 

8. 具有 实 元 素 的 至 体 nxn 正 交 和 矩阵 组 成 的 正 交 群 On), 
OCn) 的 拓扑 结构 与 群 结构 都 从 GL(n) 诱导 得 来 。 它 是 GL(n) 的 
FE EARI., Om) 中 行列 式 等 于 十 1 EREZA 成 一 
个 子 群 ， 叫 作 特 殊 正 交 群 ， 记 作 SON). 

对 于 拓扑 群 来 说 ，“' 同 构 * 与 子 群 * 之 类 的 名 词 需 机 作 些 解 
释 ， 这 时 ， 拓 扑 结构 与 代数 结构 要 同时 加 以 考虑 。 因 此 ， 两 个 拓 
扑 群 之 间 的 同 构 是 一 个 同 豚 ， 同 时 又 是 一 个 群 同 构 。 按 照 同 样 的 


© zm GLG,R) 以 强调 矩阵 的 元 素 是 实数 。GL(ayC) 则 表示 相应 的 以 复数 为 元 
喜 的 可 逆 先 跨 所 构成 的 群 。 o 
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精神 ， 拓 扑 群 的 子 集 吓 作 子 群 ， 假 如 代数 上 它 构成 一 个 子 群 ， 间 
时 还 共有 子 空间 拓扑 。 因 此 ， 具 有 离散 拓扑 的 整数 全 体 所 成 的 集 
AZ 是 实数 轴 民 的 一 个 子 群 。 如 果 作 商 群 /Z， 大 给 以 粘 合 拓 
ih (相应 的 对 R 的 划分 由 RETF Z 的 傍 系 组 成 )， 于 是 得 到 一 个 
拓扑 群 , 同 构 于 圆周 这 是 因为 由 f(x) — 6? * 5 定义 的 映射 JR 
S!jBJriRER25ZIEHE, REMU. D, "E R—^ em Rp 
个 点 被 了 粘 合 为 一 ， 当 而 且 仅 当 它 们 之 差 是 整数 ， 因 此 按 定 理 
(4.2)， 了 诱导 了 R/ZO 与 3 之 间 的 同 胚 。 容易 验证 这 个 同 胚 
是 群 同 构 。 作 为 有 关子 群 与 同 构 的 第 二 个 例子 ,我 们 转 癌 惩 
阵 群 。 对 于 每 个 (nm 一 1) x (一 1) IE 交 和 矩阵 4 对 应 以 nxn 正 交 


年 阵 

^] 0 «x 

( 0 A ) 
表明 Otn— D. 同 构 于 OC» 的 一 个 子 群 。 

设 G 为 拓扑 群 ，x 是 G 的 一 个 元 素 ， 按 Lz(9) 二 x9 而 定义 的 
映射 上 :G->G， 时 作 元 素 x 所 确定 的 左 平 移 。 它 显然 是 一 对 一 
满 映 射 ， 由 于 它 又 是 磷 合 映射 

G—G x G—»G, 

g 1->(X,9) I->xXg, 
所 以 是 连续 的 。 并 xz- 1 是 L: 的 逆 映 射 ， 因 此 上; EE, K 地 
有 右 平移 R,:íG—G, 定义 作 R, (9) 二 gx。R; WERE, 

这 些 平 移 的 存在 说 明 拓 了 扑 群 是 具有 某 种 “ 齐 性 ”的 拓扑 空间 ， 
因为 ， 若 x 与 了 是 拓扑 群 和 的 任意 两 点 ， 则 必 有 C fp] EI E x 上映 
为 y， 即 平移 Lyz-1。 因 此 ， 在 G 的 每 点 ， 从 局 部 来 看 呈现 出 相 


© 遗 司 的 是 这 里 在 记号 上 发 生 了 冲突。 尽 / 乙 既 用 来 表示 一 个 精 合 空间 ， 它 的 点 
EZE 民 中 的 傍 系 ， 又 用 来 表示 在 空间 只 将 于 空间 乙 精 合 为 一 点 所 得 的 空间 , 在 前 一 
种 情形 ， 所 得 的 是 一 个 国 尾 ， 在 后 一 种 情形 ， 是 一 东 无 旁 多 个 区 周 〈 即 无 穷 多 个 圆周 
REA) .但 是 ， 以 后 无 沦 在 何 处 ， 从 当时 的 具体 情况 考察 ， 总 可 以 扒 明 所 谈 的 是 
EHRE. 
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同 的 拓扑 构造 。 

(4.10) 定 理 设 G 为 拓扑 群 天 为 G 45978 XU E ie d 
分 支 。 则 天 是 上 的 闲 正 规 子 群 。 

附 记 车 G 二 0m)， 则 下 二 SO(n)， 这 一 点 以 后 将 征明 。 

证 明 连通 分 支 总 是 WD R., FENEK, EA Keis 
Rj-1(K) 为 连通 (因为 Re EJIDO, HELE X e—xx. BOT 
天 是 各 内 包含 。 的 极 大 连通 子 E. uo Kick. Bp, KK 
=K, KAG 的 子 群 。 正 规 性 也 从 类 似 的 考虑 而 得 出 。 对 于 任何 
IEG, EA gKg ^ — Ro iL, UO 为 连通 ， 并 且 包 含 s。 因 此 ， 
gKg'!cK, 

(4,11) 定 理 ”去 一 个 连通 拓扑 群 内 ， 单 位 元 素 前 任意 邻 域 是 
整个 群 的 一 组 生成 元 。 

证 明 设 6G 为 连通 拓扑 群 ，V 为 e 在 G 内 的 一 个 邻 域 , 倒 
H —«V5»2 V 的 元 素 在 G 内 所 生成 的 子 群 , 若 ARCH, WA B Spi 
hV 二 上 h(V) 和 包含 于 时 ， 故 瑞 是 开 集 。 我 们 说 ， 甘 的 余 集 也 是 开 
集 。 因 为 若 9 EG-H, ZERE 9V. 41 9V NH 不安， 此 如 说 
xcgV C H,Wix-gv,veV, M g—xv^, mix 5v 都 属于 H， 
从 而 gc H, FJA! 因此 9 的 邻 域 Lo(V) —9V 包含 于 G-H, x 
说 G-H 为 开 集 。 由 假设 连通 ， 故 不 能 划分 为 两 个 不 相交 
karm, HFEF, DER G—H-—£2, Bp] G 二 H, 

(4,12 3EXB.— HEH GLM 是 拓扑 群 。 

WEB] EOM 为 具有 实 元 素 的 nxn AB EE PE BE RC Hn 
以 A 二 (0,5) 表示 M 的 一 个 典型 的 元 素 。 我 们 可 以 把 M 等 同 于 
n? 维 欧 拱 空间 ,即将 A — (a4 对 应 于 HER. (at Gg t8; Gins Ag oo 
dan; go ts dan)。 这 样 等 同 之 后 就 使 得 M 具备 一 个 拓扑 :我们 
ih, Xi dnd. ABREGETA nmDnM x M-—M Duk. SUB 出 这 
一 点 ， 只 项 观察 熟知 的 矩阵 乘法 公式 ， P A= a), B= (bij), 


则 乘积 mCA, 8) 的 第 ij 个 元 素 是 D tibri MEM RARA 
k=} . 
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ze E xE x ex Et! e? 个 因子 ) 的 拓扑 ， 对 于 任何 满 足 <i 
nn 的 1,7， 我 们 有 投影 映射 Ti ME, HERAA E 的 第 
ij 个 元 素 。 按 定理 (3.13)，m 连续 ， 当 而 且 仅 当 所 有 的 选 合 映 
射 To: 

M x M—M— E: 
为 连续 。 但 是 


n;jm(A, B) 一 > Gikbkj 


是 A 与 8 的 元 素 的 多 项 式 。 因 此 Tim 连续 。 l 
GL(n) 的 成 员 是 M RAUTER, An JR £6 GL) A A M 
诱导 的 子 空 间 拓 扑 ， 则 从 上 面 立刻 知道 矩阵 苹 积 
GL (n) €x GL (n) —GL (n) 


连续 。 剩 下 只 需 证 明 求 道路 射 GL) -CEL(2) 也 是 连续 的 。 用 
同样 的 技巧 来 进行 : | 
人 CD 一 CD) C E! x x E! 
DE Ip m BODIE BD Rx A 
GL()—o»GL(q) E, — i«j ken 


DEK. Tjk 与 i 的 选 合 将 任意 年 阵 ^ ROG A 4 “的 第 T 个 元 素 ， 
也 即 


-jdr x (4 的 第 好 个 余 因 子 ) 。 


我 们 知道 4 的 行列 式 以 及 4 的 余 因 子 都 是 4 内 元 素 的 多 项 式 。 由 
于 det A 在 GL(n) ERSTE, BARH Tjxi 为 连续 。 这 就 完 
成 了 GL(n) 为 拓扑 群 的 证 明 ， | 

顺便 提 一 下 ，GL(n) 是 行列 式 映 射 det: M—R ZT, RE 
0 实数 的 有 反 像 。 因 此 ，GL(n) TEX CER M 内 ELO, HE 
也 不 连通 (行列 式 为 正 的 与 行列 式 为 负 的 和 矩 阵 划 分 GL (n) 为 两 个 
ERARE). CLM 有 多 少 个 连通 分 支 ? 
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(4,15 定理 Om 5 SO (m AER, 

证 明 O(n) 由 .GL(n) 中 所 有 经 过 转 置 就 等 于 来 六 的 屠 UR 
EHAR. REE, CE CLM 的 子 群 。 给 它 以 子 空间 拓 th X 
了 要 说 明 O(n) 紧 致 ， 我 们 证 明 当 等 同 于 五 * 时 ， 它 相应 于 
E”? 内 的 一 个 有 界 闭 集 ， 

ig AcOGD, 由 于 AA: 二 I， 我 们 有 


X Gijäkj= ik — lei, ken, 
对 于 i, 上 的 任意 一 组 选择 ， 定 义 映 射 FIM E, dn 
fi (I — S agas, 
i71 


则 O (n) 为 下 列 各 集合 的 交集 
fico, 1«i, ksn, iXck, 
FD, lx«isxn, 
则 作为 有 限 多 个 闭 集 的 交集 ，O (n) 是 M 的 闭 集 ，。 
至 于 0(n) 的 有 界 性 ， 只 需 注意 条 件 


> aij 01j—]1, 


AREER A 的 元 素 满 足 la] «i. 这 就 证 明了 O(n) 
SO(n) 是 O(n) HRE, MALK. 
EE SODES, SO(3)zxP*, iki c fu 的 是 拓扑 群 的 同 
构 。 将 表示 平面 旋转 的 从 阵 


cosÜ  —sin8 
( sinf  . cosÜ ) 
对 应 于 S 的 点 。 ”就 得 到 第 一 个 同 构 。 为 了 看 出 第 二 个 同 构 , 将 


Ss 看 作 由 范 数 等 于 1 HUUTAA, HER, EHA 关于 
一 个 非 雾 四 元 数 作 共 统 ， 总 是 诱导 了 由 纯 四 元 数 所 组 成 的 三 维 子 
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空间 的 一 个 旋转 。 这 就 定义 了 一 个 映 P H—(0)5O(»D, 事实 
上 是 一 个 连续 满 同 态 (检验 这 和 句 话 ! 0. EA Tk GER—(0. nk 
个 映射 限制 在 S3 上 给 出 从 S? 到 SO (3) 的 一 个 连续 满 同 态 , 核 为 
{十 1, 一 1}。 傍 系 S3/{1; 一 1} 所 构成 的 集合 ， 配 备 以 粘 合 拓扑 ， 
当然 是 P2?， 从 而 有 一 个 连续 的 同 构 PSO(3)。 由 于 Ps 紧 致 ， 
而 SO(3) 为 Hausdorff， 这 上 映射 是 个 同 胚 。 


d g 


13. 证 明 两 个 拓扑 群 的 乘积 是 拓扑 群 。 

14. 设 G 为 拓扑 群 。 若 态 为 G 的 子 群 ， 证 明 它 的 闭 包 匡 也 是 
TH, HREDGDHORGENUT GE, WIH ng. 

15. AEG 为 紧 致 Hausdorff zi], ££ RO RERO E. EIE 
乘积 映射 mn:G Xx GG 为 连续 ， 则 G 为 拓扑 群 。 

16. 证 明 OG) AEF SOGO x Zs。 作 为 拓扑 群 ， 二 者 是 否 
同 构 。 | 

17. WA, BARAI FE SET. HR. 证 明和 集合 4B= 
(ab]ac A,b € B) 紧 致 。 

1g, HUAJIT e 的 任意 邻 域 ， 证 明 存在 e 的 人 
V, 满足 VV-!cU, 

19. IEHOREHMIEG ISROICTHE. OH SERE, M sh 以 
TRUM UICAED 找 出 。 在 G 内 的 一 个 令 域 N， 使 得 
平移 像 RN—LQ(N), hc H, 互 不 相交 ， 

20, 车 C 为 拓扑 群 C 的 紧 致 子 集 ， 刀 为 G 的 离散 子 群 ， 证 明 
HNC 为 有 限 集 。 

21, 证 明 R 的 任何 非 平 庸 离散 子 群 是 无 穷 循环 群 。 

22, 证 明 圆周 的 任何 非 平庸 离散 子 群 是 有 限 循 环 群 。 

29, WE A, BC O(2), $H. det A—- 1, det B— —1, 证明 

B*—I, BAB^1— A^, 
由 是 导出 0(2) 的 离散 子 群 或 为 循环 群 ， 或 为 二 面体 群 。 
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24， 若 了 为 拓扑 群 尺 的 一 个 自 同 构 ( 即 了 是 一 个 同 RS FH 
又 是 群 同 构 )， 证 明 对 于 任何 有 更 数 r， 有 了 (7) 二 rT(1)。 由 起 
导出 ， 对 于 任何 实数 x*， 有 了 (0) 二 xT (1)， 从 而 得 知 尺 的 自 同 
构 群 同 构 于 Rx Zi。 

25、 证 明 贺 周 的 自 同 构 群 同 构 于 Zu, 


4.4 轨道 空间 


JG 98 RE Z 可 以 自然 地 看 作 由 实数 辅 的 同 胚 所 构成 的 群 ， 
每 个 整数 PEZ Wai ERAR TERS xxn, 

如 果 考 虑 矩阵 群 O(n) ， 则 每 个 矩阵 确定 n 维 欧 久 空间 的 一 
个 线性 变换 。 由 于 Om 的 元 素 为 可 道 ， 莽 且 由 于 正 交 变 换 和 保持 
欧 氏 度量 (从 而 将 单位 向 量变 为 单位 向 量 )， 每 个 正 交 变换 确定 了 
单位 球面 SS ”…: 自身 的 同 胚 , 正 交 群 在 球面 上 的 这 一 作用 与 O(nm)， 
以 及 Sl 的 拓扑 是 相 容 的 ， 意 思 是 说 映射 

O(n) xS"-1 >»S"-1, 
. (A, x) I ÁÀX | 
AE. A, ON) An R 18 A PESSAT efem” 
在 S 上。 

各 果 给 Z 以 它 的 自然 拓扑 (由 GSSSORISNENG HO, Ma 
两 个 例子 可 以 纳入 下 面 的 一 般 概 括 。 

(4.140 28 X... dg AE EG, meds E] — A E] AE EE S E FIT SI 
X, wG HEARRE T EEX iE, AATF FED de 
件 ; (7 E - MES 
a) hg(x) —h(g(x))U 对 一 切 g,hcG, xc Xi 
(b) e(o) =x amh EX, KweRGixpxkk 
(c) 由 .(9,X) g (X) E Lk Gx XX 连续 。 

E xc5uBIXARg— Ju. MATEA sc. WEDER 或 者 


© fHCLXGGEBSSSSNHEEH—TYTYS43. 
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使 x 不 动 ， 或 者 把 x 上 映 为 另 一 点 9(x)。 当 9 在 GG 内 变动 时 , g(x) 
构成 关 的 一 个 子 集 ， 册 作 x 的 轨道 ， 并 且 记 作 O(x)。 两 个 轨道 
车 相交 ， 浊 必定 重合 ， 关 系 X~y， 当 而 且 仅 当 有 9€ G, 使 得 x 二 
9 (3) 是 关上 的 一 个 等 价 关系 , 由 它 所 确定 的 等 价 类 正好 是 上 面 已 
给 的 群 作用 之 下 的 轨道 。 因 此 这 些 轨道 构成 的 一 个 划分 。 相 应 
的 粘 合 空间 叫 作 轨道 空间 ， 记 作 XG. HE X/G h, ‘PRG 
的 意思 是 将 头 的 两 点 粘 合 , 当 而 且 仅 当 它 们 相差 某 一 个 同 胚 x e» 
gx), 

在 上 面 的 第 一 个 例子 中 ， 实 数 x 的 轨道 包含 一 切 x+n， 其 
hne 2Z。 因 此 构 作 R/Z 时 ， 粘 合 RR 的 两 个 点 ， 当 而 且 仅 当 它 
们 差 一 个 整数 ， 大 且 正 如 前 一 节 所 说 ， 得 到 的 轨道 空间 是 阅 
5H. 

S! ERUQIEZETE FH BE IB RTXETEUHRS TAT, WER, 任 
何 一 点 的 轨道 为 整个 空间 REX TROP BEARES S770. ME BI E 
不 难 的 。 设 er ez, oe, €n 为 二" 内 的 标准 正 交 基 。 对 于 任意 的 xE 
S”…:， 造 另 一 个 标准 正 变 基 ， 以 x 为 它 的 第 一 个 向 量 。 若 4 为 
这 一 组 新 的 标准 正 交 基 关 于 ev ez,…, en HER WADE ZHE 
BE, 4HE Ale) 二 x*。 这 就 表明 e, 的 轨道 是 整个 S$-!1。 只 要 是 
可 迁 的 作用 ， 也 就 是 只 有 独一无二 的 轨道 ， 当 然 轨 道 空间 就 只 是 


一 个 点 。 


各 种 例子 


1. 取 前 面 的 第 一 个 例子 ， 使 它 以 自然 的 方式 自 乘 而 得 到 
Z XZ 在 平面 上 的 作用 。 一 对 有 序 的 整数 (mn)EZXZ 将 点 
(x,y) € E? ang xp (xm, ym), Sui zERIDUPRA BIS B) 36 Biz 
间 ， 即 环 面 。 这 对 于 几何 地 思考 这 里 的 群 作用 很 有 帮助 。 过 平面 
上 坐标 为 整数 的 点 作 水 平 直线 与 铅 直 直线 ， 将 平面 分 成 单位 边 长 
的 正方 形 。 群 作用 将 是 保持 由 这 些 正 方形 所 构成 图 形 的 同 胚 。 任 
何 一 个 单独 的 正方 形 内 包含 着 每 个 轨道 的 点 ， 从 而 在 粘 合 了 映射 
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ERI.EUZXxZLT 

之 下 喘 满 了 环 面 。 每 个 正方 形 的 边 正 好 如 同 通 常 制作 环 面 那样 被 
7 HA. 

2. 我 们 来 看 Z: 在 ?- 维 球面 上 的 作用 ,轨道 空间 将 是 
Z, 只 有 两 个 元 素 @ 。 从 群 作用 的 定义 知道 单位 元 素 所 给 aom 

MARERE, EFFERRE RER), WTE 

求 它 是 对 径 映 射 ， 即 将 3" 的 每 一 点 陕 为 它 的 对 径 点 (注意 ， 如 果 
将 这 个 同 胚 连续 实行 两 次 ， 就 得 到 S^ 的 恒 等 同 胚 )。 这 个 群 作 
用 的 每 个 轨道 是 一 对 对 径 点 ， 轨 道 空 间 正 是 我 们 在 4.2 节 中 所 给 
出 的 对 P" 的 描述 之 一 。 

3. 一 个 群 可 以 以 不 同 的 方式 作用 于 同一 空间 ， 这 里 我 们 看 
Z: 在 环 面 上 的 三 种 不 同 的 作用 。 环 面 工 取 作 在 E? 内 绕 z 轴 旋 转 
圆周 (x 一 3) :十 322 一 1 而 得 到 的 曲面 。 设 9 为 Z; 的 生成 元 ， 定 义 


(b) 3 


(a) g(x, y,z) = (x, 一 y, 一 2z)， 将 了 关于 x fhiESETREE n5 
[o GSEOEB RESI. RIKA RHI 
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(b g(x, y,z) 二 (一 Xx, 一 gs) ， 将 了 关于 二 轴 旋 转角 度 n 
(e) g(x, 4,2) 二 (一 Xx, 一 y, 一 2)， 了 关于 原点 作 反 射 。 这 些 
同 胚 中 的 每 一 个 确定 了 Zs 在 了 上 的 作用 。 轨 道 空 间 分 别 为 球 
面 、 环 面 与 Klein 闫 ， 而 图 4.3 说 明 为 什么 是 这 样 。 在 每 种 情形 
下 ，9 都 使 柱 面 C, 与 C, 互相 交换 。 因 此 ， 要 得 到 轨道 空间 ， 不 
妨 忽略 C2。， 只 看 邵 何 适当 地 粘 合 C 的 两 个 边界 圆周 。 
4. 车 C 为 拓扑 群 ， 号 为 G 的 子 群 ， 则 互通 过 左 符 移 而 作用 
于 G。 了 内 的 元 素 # 所 诱导 的 同 胚 是 Lr RER, 
h(g) =La (9) =h9, 
AE B.C T C 53S EE BR, MEEA HxC-—C EH. 两 . 
个 元 素 9 ,9' 在 同一 个 轨道 上 ， 当 而 且 仅 Sg'c Hg. Wt, $t 
道 是 日 在 G 内 的 右 傍 系 ， 
HEG 上 还 有 由 下 列 映射 给 出 的 “ 右 作 用 ” 
HxG-G, 
(h, g) i R,-1(9), 
Hh & guys oos Xe og SL, 10 ff GO SEE, 这 时 ， 轨道 是 HH . 
在 < 有 的 在 做 系 。 
这 两 个 轨道 空间 都 记 作 G/ 吾 ， 它 们 当然 是 互相 同 有 是 的。 
^5. 我 们 转 而 考虑 O(n) 在 5" +! 上 的 作用 ,注意 车 AE O(n),- 
HELE A(ej)—e;, 则 有 具有 形状 如 


1 0 
( 0 B ) 

dX BGRiESERS. KZ, ERREI 80 4B ME dE el R x5. D 
Je, OMAE ex 不 动 的 元 素 所 构成 的 子 群 了 同 构 子 O(n 一 1)，。 

定义 映射 Om) st 如 74) 三 4(ei)。 这 个 映射 连续 ， 
因为 它 可 写 为 选 合 映射 

O(n) -O (n) x S77 1-$771, 
Q Gute KRETE. H—4THGE EM IUE JEU SOE TRE, 
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A i— (A, ey) I->A (el), 
它 是 满 映 射 ， 因 为 作用 是 可 迁 的 。 可 是 0(n) 是 紧 致 的 ，S"-! 为 
Hausdorff， 故 按 系 (4.4) f 为 粘 合 映射 。 若 xES" 1， 不 难 验证 
广 ! (x) 恰好 是 左 傍 季 A40(n 一 1)， 其 中 AE O(n)， 满 足 A (ey) — 
x. Wie, Om 由 了 诱导 的 划分 与 相应 于 子 群 0(n 一 1) 的 左 傍 
系 分 解 相同 。 由 定理 (4.2) 可知 0(n)/0O(n 一 1) AE FSU 3& 
似 的 论证 可 知 | 
SO(n)/SO(n—1) zS*-!, 

我 们 按 归 纳 法 来 导出 SO(n) 连通 .归纳 的 起 始 是 根据 SOCD 
为 一 个 点 。 归 纳 的 每 一 步 推演 用 到 SO (n 1) /SO (n) zzS* (回忆 
7- 维 球面 ， 当 nal 时 是 连通 的 ) ， 以 及 下 列 定理 ; 

(4.15) 定理 设 C 作 用 于 X， 并 且 兰 C 5 X/G 都 连通 ， 则 
是 连通 的 。 . 

证 明 ZEX ÉBIAARABASGEZEGTSRU 与 V itik. HFA 
合 映射 TIX-—X/G 总 是 把 开 集 映 为 开 集 (习题 29),， fb H. 由 于 
X/G XE, n(U)t5 X(V) 不 能 不 相交 。 车 (x) Ena) rz) ， 
MUNO 5 VnOco 都 非 窄 。 这 两 个 集合 把 轨道 O GO 分 解 成 
两 个 不 相交 非 实 开 和 集 的 并 集 。 但 OG) 是 @G 在 一 个 Eas f:G 
>X ZTR, KE 定义 作 f(9) 二 g(x)。 因 此 0(x) 应 是 连通 
的 ， 这 就 引出 了 矛盾 1 

6. 设 Pp 与 4 为 王 素 的 整数 (它们 本 身 不 一 定 是 素数 )。 把 3- 
维 球面 看 作 2- 维 复 空间 内 的 单位 球面 ， 即 

S3—{ (20, 21) € C?|] zuz, oz, zz=1}. 
i 925089 3E Zy 的 生成 元 ， 定 义 Zp ES 上 的 作用 为 
g (Zo Z) 一 (e27 i7 Pg, e791 Pa) 
当然 ， 9 的 作用 一 经 确定 ，92 9?, … 所 诱导 的 同 胚 就 由 定义 
(4.14) 的 性 质 (a) 完 全 确定 了 。 如 果 将 9 重复 p 次 ， 就 将 得 到 恒 
AR. EAR S/Z, 吓 作 透镜 空 间 ， 记 作 工 (p, 9)。 以 后 我 们 
将 看 到 上 (p,9) 为 3- 维 局 部 欧 氏 空间 ， 它 的 基本 E A H 于 Zp 
94 


(L (0, 9) 的 另 一 种 描述 可 参见 习题 33)。 

7. 到 现在 为 止 ， 我们 所 过 到 的 绝 大 多 数 胃 道 都 是 相当 简单 
的 ， 或 者 是 离散 集合 ， 或 者 是 整个 空间 。 为 了 说 明 事 物 可 能 是 更 
为 复杂 的 ， 我 们 给 出 实数 轴 在 环 面 上 的 一 种 作用 ， 使 得 每 一 个 轨 
道 是 环 面 上 的 一 个 稠密 的 鞭子 集 。 将 环 面 等 同 于 SxS!, HE 
LARE r 所 诱导 的 同 胚 为 

(e27 i*, e2* i) (e?ii +r) orri Gir). 
车 7:E?->S1x 51 Ag A 


(x, y) > (e?* 1s, ert), 


MAERDI EREET E Bp 2 的 直线 在 工 之 下 的 
像 。 对 我 们 当前 的 目的 来 说 ， 重 要 的 事实 是 2 为 无 理 数 。 注 意 
z 限制 在 一 条 和 娃 率 为 2 的 直线 上 时 是 一 对 一 的 ， 因 为 只 有 当 
r—s r2 —s 2 都 是 整数 时 ，z 才 可 能 将 (x+7, J 十 rv 2) 
(x 十 8, J 十 sw 2) 粘 合 ， 但 这 是 不 可 能 的 。 

我 们 来 考查 点 不 (0,0) ET 的 轨道 。 它 只 不 过 是 E? 内 过 原 
点 (或 任何 具有 整数 坐标 的 点 )， 狸 率 为 v2 的 直线 在 A 之 下 的 像 。 


把 这 条 直线 吓 作 工 。 记 住 环 
面 是 按 通 常 方式 粘 合 正方 形 
对 边 而 得 到 的 ， 我 们 可 以 把 
这 条 轨道 在 平面 上 的 单位 正 
方形 (图 4.4) 内 表达 出 来 。 

如 果 我 们 从 原点 出 发 在 第 一 
象限 内 沿 着 上 而 行 ， 则 将 保 
持 在 单位 正方 形 内 直到 点 


(1/w2,1)。 此 点 与 (1/w 2， 


0) 在 环 面 上 表示 同一 点 ， 我 们 继续 沿 着 糙 率 为 2 的 加 道 从 
G/72,028]0,/2—D. RERA O, v2 一 1) (在 正方 形 里 
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Bk, HUATEHE LATO BE ), ERREARI EAV 2 的 直线 前 
进 ， 等 等 。 

这 条 轨道 将 在 环 面 上 越 绰 越 密 ， 几 和 平 塌 满 整 个 环 面 ， 但 也 还 
不 能 完全 十 满 。 我 们 留 给 读者 自己 去 验证 上 述 的 轨道 是 环 面 了 的 
MERT. 

尺 在 了 上 的 这 一 作用 旺 作 环 面 上 的 一 个 “无 理 流 :， 轨 道 叫 作 
dé. 

8. 作为 本 节 的 结束 ， 我 们 来 阐述 一 类 有 趣 的 平面 等 距 变 换 
群 ， 所 要 考虑 的 群 ， 都 使 由 某 些 西 多 边 形 所 构成 的 模型 保持 不 
变 ， 这 些 凸 多 边 形 是 互相 合同 的 ， 并 且 坊 满 整 个 E mpi (也 就 是 
说 ， 群 的 元 素 是 模型 的 对 称 变换 )。 在 图 4.5 中 列举 了 三 个 例子 ， 
每 个 情形 给 出 了 群 的 一 组 生成 元 ， 一 个 平移 将 按 其 大 小 与 方向 用 


《a) 生成 元 一 一 两 个 平移 轨 庆 (b) 生成 元 一 一 三 个 回转 
空间 一 一 球面 轨道 空间 一 一 球面 


(6) 生成 元 一 一 两 个 于 行 滑动 友 
射 轨道 空间 -一 -Klein i 


图 4.5 


箭头 一 > 表示 。 牛 箭头 一 ~ 表示 一 个 滑动 反射 ， 喜 是 说 ， 先 关于 
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第 头 所 在 直线 作 反 射 ， 接 着 按 第 头 指示 


的 大 小 与 方向 作 平移 。 关 于 线段 中 点 旋 
转 180 趾 作 一 个 回转 ， 用 右 图 表示 。 
每 个 图 上 的 阴影 部 分 是 所 谓 群 的 基 


本 区 域 ， 就 是 说 ， 它 在 群 的 所 有 的 元 素 
之 下 的 像 壤 满 整 个 平面 ， 并 且 如 果 有 两 个 这 样 的 像 相交 ， 则 只 在 
边界 上 有 交点 。 因 此 ， 基 本 区 域 的 任何 两 个 内 点 都 不 至 于 被 群 内 
的 元 素 粘 合 。 当 然 ， 基 本 区 域 可 以 有 种 种 不 同 的 选择 ， 形 状 也 大 
非 唯一 的 。 

这 三 个 群 同属 于 下 面 要 描 进 的 一 个 家 族 。 考 虚 平 面 上 所 有 的 
等 距 变 换 所 构成 的 群 ， 假 定 读 者 知道 平面 上 的 等 距 变 换 可 以 表示 
成 有 序 元 数 对 (9,v)， 基 中 OEO), vc E?。 因 此 ，9 或 是 围绕 
原点 的 旋转 ， 或 是 关于 某 过 原点 直线 的 反射 ， 而 的 效应 是 一 个 
平移 。 这 个 等 距 变 换 在 E 上 的 作用 为 

(0, v) (x) —0(x) +v, 

而 群 的 乘法 为 
(0,v) (6, w) — (005,0 (w) +v), 
给 这 个 等 距 变 换 群 以 乘积 空间 O (2) x E? 的 拓扑 ， 并 且 称 所 得 的 
拓 提 群 为 欧 氏 群 E(2) GE, BREC 具有 空间 0(2) 5 E? 的 
乘积 拓扑 ， 但 群 结构 却 不 是 乘积 结构 ， 而 是 0(2) 与 5 的 中 站 
乘积 。 | 

车 G 为 E(2) 的 离散 子 群 ， 也 就 是 说 ， 从 BE(2) 诱 导 来 的 拓 
THEG 成 为 离散 空间 ， 工 且 若 轨道 空间 E/G RE, NGE F 
面 结晶 体 群 。 

我 们 的 三 个 例子 相当 清楚 地 表明 这 些 条 件 满足 ， 而 且 轨 道 空 
间 分 别 为 环 面 、 球 面 与 Klein 瓶 ( 在 每 个 情形 取 一 个 基本 区 域 ,并 
确定 为 了 要 形成 EUG 需要 对 它 的 边界 作 怎 样 的 粘 合 )。 

车 G ATEH RERE, ELB p 为 平面 上 不 被 G 的 任何 非 草 
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位 元 素 保持 不 动 的 点 ， 则 

{x€ E*||x—p] «|x—9()l xt —5 2€ G) 
是 一 个 西 多 边 形 ， 它 正 是 G 的 一 个 基本 区 域 ， 由 此 ， 在 平面 上 给 
出 一 种 图 和 案 ， 使 这 一 图 案 不 变 的 对 称 变换 全 体 构 成 一 个 群 以 G 为 
子 群 ， 并 且 C 在 这 个 群 内 的 指数 为 有 限 。E/G 的 紧 致 性 保证 了 
这 个 基本 区 域 的 有 界 性 。 

平面 结晶 体 群 可 以 分 类 ， 分 为 17 个 不 同 的 同 构 类 了 。 高 维 的 
结晶 体 群 按 同 类 的 方式 定义 ， 对 每 个 维 数 而 衣 ， 同 构 类 总 是 有 限 
ge. 

J iH 

26. Hii Z dE E! x [0,1] 上 的 一 种 作用 ， 使 得 轨道 空间 为 
Möbius 1i, 

27. 找 出 Z, 在 环 面 上 的 一 种 作用 以 圆柱 面 为 轨道 空间 ， 

28, 描述 SO) 在 E* 上 作为 线性 变换 而 自然 地 作用 ， 工 求 
定 轨 道 空间 ， 

29, 车 不 :>X/G 为 自然 粘 合 映射 ， 并且 车 0 为 X 的 开 
集 ， 证 明 7700) 为 集合 9(0) ,9EC， 的 并 集 。 由 此 ， 导 出 
^ 映 开 集 为 开 集 。 是 否 总 是 将 闭 集 映 为 闭 集 ? AU 

30. 说 明 即 使 XX 为 Hausdorff, X/G RUE. BX ARAM 
H GA TERETE FX, iE H X/G 为 Haus- 
dorff, 

o0 81. — REX 的 稳定 群 ， 是 指 G 内 所 有 满足 9 GO 二 x 的 元 
K 9 所 构成 的 集合 。 证 明 任 何 一 点 的 稳定 群 是 G 的 闭 子 群 ， 并 且 
属于 同一 轨道 的 元 素 有 共 斩 的 稳定 群 。 


A4 H,S,M,Coxeter, Introdnction to Geometry, Wiley,1961, R,L.E,Sch- 
warzenberger, ‘The 17 Plane Symmetry Groups,' Mathematical Gazette, 
1974. 

Q 这 是 一 个 Hilbert 问题， 为 Bieberbach 于 1911 年 解决 。 
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32. ÆG EEG, X Hausdorff ,并 且 G 可 迁 地 作用 FX. 证 明 
X BIBT SGÉZEIS] G/Cx 的 稳定 群 ) xc X 任意， 

33, 设 pP，49 为 两 b, 
个 整数 ， 它 们 的 最 大 公 
约 数 为 1 。 设 PAEH 
上 的 一 个 正 多 边 形 区 
城 ， 重心 在 原点 ， 顶点 
H ao, 0,, , p i EX 
2j E? 内 的 对 顶楼 锥 体 ， 
由 联结 了 的 点 到 点 bu 
(0,0,1) 5 ba= (0,0, 
一 1) 的 线段 构成 ( 见 图 图 4.6 
4.6)。 对 于 每 个 i 一 0， 
[spot BRATU aian bo 的 三 角形 与 具有 顶点 aidd， 
egg, ba 的 三 角形 ， 使 使 得 a, HAF Qi, Gig, 粘 合 于 Q i.q, 
bo MUR T ba CEPR EL itg, iq H1 当然 是 以 mod p 看 待 的 )。 
证 明 所 得 的 罕 间 同 胚 于 透镜 空间 Lo. 

9. 证 明 上 (2,1) 同 胚 于 PI。 车 p 整除 9 一 9 和 ,证 明 Lo 
REF LG, 47 ) 。 
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5. d +$ E 


5.1 同 伦 的 映射 


在 第 1 章 末 便 简略 地 提 到 怎样 着 手 定义 基本 群 。 回 顾 那 里 的 
想法 是 从 空间 的 某 些 环 道 集合 造 出 一 个 群 来 ， 这 些 环 道 以 空间 的 
其 个 竺 定 的 点 (通常 称 为 基点 ) 为 共同 的 起 点 和 终点 。 

上 所谓 空 间 X 内 的 一 个 环 道 是 指 一 个 满足 c(0) =a(1) 的 连续 映 
ġja: I XC HEARE o 是 以 a(0) 为 基点 的 。 若 "与 A 是 以 XX 
的 同一 点 为 基点 的 两 个 球道 ， 定 义 乘 积 c… 6 为 由 下 列 公 式 所 给 出 

Q(23)， 0xs <7 
a «fi(s)— 
BGs-—-D, j« sxi. 


注意 a。，B 连续 ， 把 [0, 1/2] 映 满 在 关内 的 像 ， 把 [1/2, 1] p i B 
Bo f. 

JUI JE X Ae GE USFETI RE TE TE LIU I Ae LAHR 
Th 容易 看 出 这 种 急 法 甚至 不 满足 结合 律 。 为 解决 这 个 问题 从 而 
使 得 能 得 到 一 个 群 ， 我 们 让 两 个 环 道 等 同 ， 假 如 其 中 的 一 个 可 以 
连续 形变 为 第 二 个 ， 工 且 在 形变 的 过 程 中 ， 基 点 始终 保持 不 变 。 
本 节 的 目的 就 是 要 恰 切 地 阐明 我 们 所 说 的 连续 形变 是 什么 意思 。 

我 们 将 要 在 一 个 更 广 的 基础 上 进行 讨论 :车 户 g:X->Y 为 连 
续 映 射 ， 考 虑 连续 地 把 了 形变 到 9 是 什么 意思 。 这 样 一 个 连续 形 
变 叫 作 一 个 同 伦 。 下 现 地 说 ， 我 们 希望 有 一 族 从 关 到 Y 的 连续 映 
HO. MT SECO 1] 有 一 个 ， 使 得 fo 二 f, 放 一 9, 并 且 当 
变动 于 0 与 1 之 间 时 ，f, 按 一 种 连续 的 方式 而 变动 。 要 抓 住 这 


© 在 第 1 章 ， 环 道 是 从 圆周 到 XX 的 一 个 连续 映射 。 这 里 稍 作 改动 。 
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个 连续 变动 的 概念 ， 我 们 利用 乘积 空间 X x I. EE, mg 
个 连续 上 映射 忆 :XXx 工 一 Y 为 已 知 时 ， 例 f(x) 二 F(x,t)， 则 得 
到 一 族 {f 1}。 
(5.1) 定 义 设 f,9:X->Y Jtt k H, FA 站 连续 映射 
F:XxI>Y, 使 得 
F(x,0)=f(x), F(x,1)—g(x) 
Fh xE XR, MASAT. 


连续 映射 下 叫 作 从 到 g 的 同 伦 ， 或 伦 移 ， 记 作 / 二 g。 如 


果 f 与 g 在 的 某 个 子 集 4 上 相同 ， 我 们 有 了 时 希望 在 形变 f 到 g 
的 过 程 中 ，f 在 A4 上 的 秆 始终 不 变 。 在 这 个 情形 ， 就 是 要 求 从 f 
到 9 的 同 伦 王 还 满足 添加 的 条 件 

F(a,et) cfi, 对 一 切 4€ A,.tcI., 
如 果 这 样 的 同 伦 存 在 ， 我 们 就 说 相对 于 4,f 同 伦 于 g， 写 作 
f=ygrel A, 


设 o,8: 1 一 是 两 个 以 PE XX 为 基点 的 环 道 。 要求 4 可 以 保 
持 基点 不 动 而 连续 形变 到 Bp， 和 要 求 4 相对 于 1 的 子 集 {0, 1} 而 同 
f&-F. B 是 同一 回 事 。 从 a 到 6 rel (0, 1) 的 一 个 同 伦 ， 按 定义 是 一 
个 从 1xI 到 XX 的 连续 映射 ， 它 把 正方 形 的 底 按 a 映 过 去 ， 顶 按 
5 喘 过 去 ， 而 把 两 条 铅 直 边 映 为 基点 P 。 最 后 一 点 正好 表 GR FIR 


m8 
8 p 
独到 ? p 
~ 
me 
Æ 5.1 
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TTE EE RI — AR CEBIT x { 上 上 将 给 出 以 p 为 基点 的 一 条 环 道 : 
将 这 条 线段 从 正方 形 底部 滑动 到 顶部 就 给 出 一 个 连续 族 环 道 ， 从 
4 开始 ， 终 止 于 B。 图 5.1 显 示 了 环 面 上 两 条 环 道 的 情形 。 当 然 这 
是 一 个 十 分 简单 化 了 的 图 : 实际 上 环 道 4 与 可 以 自己 相交 (或 
互相 交叉)， 而 {x1 在 环 面 上 的 像 可 以 是 极为 复杂 的 。 


同 伦 的 例子 
E ROWEREM, fg ONE, X 
中 XX 是 任意 拓 扩 空间 ， 对 于 X 的 任意 点 *， 连 结 f (*) 59 CO fff 


段 包 含 在 < 内， 我 们 可 以 让 了 沿 着 这 些 直 DR SIEGE XA 到 
g 的 一 个 同 伦 。 确 切 地 说 ， 定 义 F:X x 了 一 C 为 
F (x,t) = (1—0 f (x) +tg(x), 

注意 车 f 与 g 在 XX 的 某 一 子 集 4 上 和 相同， 则 这 个 同 耸 是 一 个 相对 
于 A 的 同 伦 。 同 伦 地 吓 作 一 个 直线 同 伦 。 

2. 设 1,9:XX>9* 为 连续 上 映射， 并 且 对 一 xc X, fo) 与 
8 GO 来 不 为 对 径 点 ( 即 一 条 直径 的 两 个 端点 ) NOS Et 的 音 
RE, HELIES, 9g 看 作 映 入 E+! 的 映射 ， 则 我 们 有 一 个 从 了 到 
9 的 直线 同 伦 。 由 于 f(x) 与 g(x) 不 是 对 径 点 ， 它 们 的 连结 线段 
不 通过 原点 。 因 此 ， 我 们 可 以 定义 : Xx IS" infa]. 


(1—5 f(x) tg(x). 
F (x,t) — Iaa fix) tgi i * 


KARI EA S A 9 的 同 伦 ， | 
3. 设 S: 为 复 平 面 上 的 单位 圆周 ， 考 虑 S! 上 的 环 道 o,6 (都 以 
点 工 为 基点 )， 


fexp 47s, . xs <} 

| . 1 3 
a(s)- jp mes D, «59D 

| | 3 

[exp 87:(1—5), q483X€1, 


B(s)—exp2zis, O0sxsczl, 
几何 地 看 ，2& 使 线段 10,17/2], [1/2, 3/4], 13/4 1] 中 的 每 一 个 绕 
S! 一 周 ， 前 两 个 是 逆 时 针 方 向 而 绕 ， 第 三 个 是 顺 时 针 方 向 。 环 道 
B 只 是 使 整个 线段 [0, 1] GEI EZ I £8 51—)8 (图 5.2) 。 


a / 
e—a 一 1 
o 1/2 3/4 1 QO 
i O 
0 1 
图 5.2 


我 们 可 以 按 下 式 定义 一 个 相对 于 {0,1} 的 从 4 到 8 的 同 伦 F， 
连续 性 由 焊接 引 理 (4.6) 保证 : 


绕 贺 一 周 


GEB E JAY C VUE SUE OE: A E I 


SUCHE etH Fg 390] 
exp 2:ti(1 =t) 


1/2 3/4 
—— --— 
S 


. EE F(s,1/2)- . 1 
一 — HÀ 
0 3/4 1 
MEE TT 
图 5.3 
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(oP E ]1* 0xsx—7, 
| t i 
F(s,t) — Jexp 4721(25—1— 1), I < 
. i 
Lexp 82i(1—5), i es«i. 


图 5.3 显 示 了 这 个 同 伦 。 其 中 表达 了 F 存 正方 形 Ix1 上 的 实况 ， 
以 及 进行 到 正中 间 阶 段 的 同 伦 s :一 f(s,1/2)。 

(5.2) 引 理 ”在 从 半 到 Y 前 全 体 连 续 映 射 鸭 集合 上 ， 关 系 “ 同 
从 ?是 一 个 等 价 关 系 。 

证 明 设 f.g, 128 A X IY 的 连续 映射 。 对 于 任何 f ， 总 有 


f 二 1， 这 里 (x, 站 二 f(x) ,因此 ,关系 是 自 反 的 。 车 /— 9. M 


gf, 这 里 
G(x,t) F(x,1—0, 
给 出 关系 的 对 称 性 。 最 ， 车 /二 9， g =h, Wf, 这 里 
H*g V. 


Fx,2),  0«t a 
H (x ,t) = 


G(x,2t—1), xizl, 


1 
;* 
因此 ， 关 系 是 可 迁 的 。 

(5.5) 引 理 AXIY, 并且 AXT Adaf iit 
映射 全 体 所 成 前 集合 上 上 ， 关 系 " ATA RTRAFAC 是 一 个 等 
A XR. 

证 明 如 果 所 涉及 的 映射 都 在 A 上 相同 ， 则 前 面 所 定义 的 同 
伦 都 是 相对 于 4 的 同 伦 。 
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6.45133. EE scH yk 645 4€ Ja FE). 
证 明 设 有 连续 映射 


f 
h 
x^" y—— ~ z 
~ 
g 


ES =g rel A, Wih/—hg rel A( 作 为 从 XX 到 2Z 的 映射 )。 
又 车 已 给 连续 映射 


车 对 于 Y 的 子 集 日 有 9 ch rel B， 则 通过 同 伦 
F (x,t) z GQ (x) ,t) 
有 9f 二 hf rel fB, 


2 HB 

i, 设 C 为 平面 上 的 单位 圆周 。 若 f: C -> C 是 一 个 不 同 伦 于 
恒 竺 映射 的 连续 映射 。 证 明 有 xE C 使 得 f(x) 二 一 x。 

2. C 如 前 题 ， 证 明 将 C 的 每 点 映 为 对 径 点 的 连续 映射 同 伦 
于 恒 等 映 射 ( 以 后 将 知道 S* 的 对 径 映 射 同 侈 于 恒 等 映 射 ， 当 而 且 
仅 当 7 为 奇数 )。 

3. 设 DD 为 以 C 为 边界 的 圆 盘 。 用 极 坐 标 使 万 参数 化 ， 礁 且 
A h:D-»D KIRT AELH AHE: 
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h(0)::0, h(r,0)—(r,0c-22r), 
求 出 一 个 从 下 到 人 恒 等 喘 射 的 同 伦 ， 使 得 映射 
F|Dx(tjy:;:Dx(tj—D, 0Oxtxl 


4. 证 明 习 题 3 中 的 相对 于 C 同 伦 于 恒 等 映 射 。 

5. Wes f:X-— S "ong. 证 明 f (B. dnb 
是 说 ，f 同 伦 于 一 个 把 关 映 为 98 ' 夫 一 点 的 映射 。 

6. 如 同 习 惯用 法 ， 以 CY 表示 Y 上 的 锥 形 。 证 明 任 意 两 个 1 
连续 映射 1,g: XX 一 CY 同 伦 。 

7. 证 明 从 忒 到 了 的 一 个 连续 映射 为 雾 伦 ， 当 而 且 仅 当 它 可 
以 扩张 为 一 个 从 关上 的 锥 形 到 Y 的 上 映射。 

8. m AXEB EBJEX C0) ]1«rs«2,0x0z27), 
H ELi h AAE, H 

h(r,0) — (r,0-F2zt (r—1)) 

定义 。 证 明 产 同 伦 于 恒 稀 映射 。 设 法 使 自己 相信 ， 不 可 能 找到 一 
个 相对 于 4 的 两 个 边界 圆周 的 同 伦 从 h BNE 映 射 (关于 这 个 同 
题 的 精确 解 ， 见 习题 23) 。 


5.2 构造 基本 群 


BXA. ERA o» € X pop IEXPU 
为 基点 的 环 道 怒 体 。 在 5.1 节 我 们 看 到 相对 于 {0,1} 的 同 伦 是 这 个 
集合 上 的 一 个 等 价 关系 。 我 们 称 这 些 等 价 类 为 同 从 类 ， 环 这 4 的 
同 伦 类 记 作 <o>。 
环 道 的 乘积 诱导 了 同 伦 类 的 乘积 : 
<a> * «B»—«a » B», 
当然 我 们 必需 验证 这 样 的 定义 是 有 意义 的 。 车 


a/ arel (0,1), f^oBrelto,1), . 
r 
Jul 
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a’ . B'cxa * Brel(0,1], 
© H 
这 里 
F (2s,t), 0xs «I 
H(s,t) — 
G(2s—1,t), «s <1 


Gk BE deck B T 3 EE MKH Bose Ho. AE, 
«a!» e <B> = a> - €f», 

(5.5) 定 理 关内 以 Pp LAE d dS Pi BL 4E XE 45H LA 
«a» - <B> 二 <a - 之 下 构成 一 个 群 。 

证 明 人 TS 千 合 次， 就 是 说 

: p>. y») * <B .7> 

对 于 和 任意 三 个 以 p E ABE Y. 为 此 ,必需 证 明 (c, D ey 
相对 于 {0,1} 而 同 伦 于 4， (8 . ?7) ,不 难 验 证 , (a: 有 y SETA 
Mgt e (8 .7)) of, Xr f RETE FACE SAI 到 了 的 连续 映 
射 


HTI En, 4B/(0)0—0, fO) = 二 1， 有 直线 同 伦 相 对 于 {0， 
二 从 了 到 恒 等 映 射 1 。 按 引 理 (5.,4) 我 们 有 
(a- f) y=. (By)) of 
~(0..(p.. y)) o 1, rel(0,1) 
—a-* (B. y). 
通常 ， 用 图 表 来 表示 以 上 的 变化 比 用 公式 更 一 目 了 然 〈 图 5.4) 。 
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单位 元 素 由 点 pb 


(a s B) oy: 
Lu UCM 常 值 环 道 。 的 同 伦 类 担 
^ 任 ,e 的 定义 是 e(s) 一 p， 


E 1 
(NN d 
i x i | 0Osssl1,. TFAM 
0 Mb 似 于 上 一 段 的 论证 来 验 
B 5.4 证 《6e>。《a> 一 <《a> 以 及 


<a> * «e»— «a» 对 任意 
以 为 基点 的 环 道成 立 。 考 虑 其 中 的 前 一 个 。 需 要 找 一 个 相对 于 
{0,1} 的 同 伦 从 。. 4 到 a。 但 6 . a 是 选 合 映射 ae fj， 这 里 DI 
是 定义 作 


0, 0« s 
fo 
1 
2s —], ? Sx1l, 


因此 


es a—ao fcao], rel{0,1}=oa, 


至 于 <a> .Ce> 二 <4> 的 验证 ， 就 留 给 读者 自己 去 完成 。 
最 后 ， 我 们 定义 同 耸 类 <a> 的 过 为 <a-I>， 这 里 


ami (s) =a (1—8), 0x s «l1. 
《因此 ，o71! 正 是 “方向 反 过 来 的 ?4%。) 省 的 定义 是 有 意义 的 ， 因 
为 车 


ac B rel(0,1], 

则 
a7! =f! rel{0,1}, o 

,^ reno 

其 中 C(G,D-Fü-s,oD. 为 了 证 明 . 
«a» e LATIS cer, 

Ega. aci—ao f, } 这 里 产 了 -一 定义 作 - 
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[28, xs <t}, 


sl 2 
f(s) = 
2—28, i< S«l., 
BCFEÁOO —f0)—0, TAE f—grel(0,1), dEtg()—0, 0x 
s«1. BE 
a. a-i—a o fca o g rel (0, 1}=é, 
jE <ai> e <a>=<ey 也 类 似 。 这 就 完 至 证 明了 定理 (5.5)。 
由 于 十 分 俏 重 于 这 样 一 个 事实 ， 即 任意 两 个 在 0 与 1 相同 的 
把 单位 区 间 映 到 自己 的 映射 ， 必 定 相 对 于 (0,1) 同 伦 ， 使 我 们 得 
给 出 定理 (5.5) 的 一 个 较为 轻松 的 证 明 。 人 们 当然 可 以 耐心 地 ， 
未 手 空 党 地 直接 构造 出 必需 的 同 伦 (如 同 在 5.1 节 的 例 3 )， 我 们 
建议 读者 自己 去 试 试 看 。 

在 定理 (5.5) 中 所 造 出 的 群 ， 吓 作 X 基 于 点 p 的 基本 群 , 记 作 
Fa(X,Pp)。 由 于 久 p 为 基点 的 任何 环 道 必 然 落 在 % 的 含有 P 点 的 
道路 连通 分 支 内 ， 我 们 将 限于 考虑 道路 连通 空间 。 有 了 这 个 限 
制 ， 我 们 将 看 到 ， 基 本 群 ( 除 同 构 以 外 ) 就 与 基点 的 选择 无 关 ， 可 
以 直 接 说 道路 连通 空间 的 基本 群 ， 莽 且 用 记号 地 (XI)G 。 

(5.6) 定 理 ”车 左 为 道路 连通 ， 则 对 于 任何 两 点 p,qgEX， 
mX, DRAF ,9)， 

开始 证 明之 前 先 注意 在 空间 内 两 条 道路 y,0， 如 果 满 足 7 (1) 
=0(0), 则 根据 乘积 公式 


y (25), 0 < sm, | 
y. 0(8)= 


0 (2s—1), F<s<1. 
可 以 得 到 一 条 新 的 道路 .9， 一 如 对 于 环 道 的 情形 可 以 验证 下 列 


@ Bn Bh ES RUBER OO, EX), ce 当中 的 第 一 个 。 这些 群 
uf Xem. 
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事实 。 
(a) yy relf0,1，o 一 or rel{0,1}, W 
y: 0Omy'- c'rel(0,1),- 
(b) 车 7 ,0 ,6 为 任意 三 条 道路 ， 满 足 
y(D)=0(0), oD)=6(0),1 
WE (Qi e 0) *6zy * (0 .6) rel(0,1). 
(0) HER EET (0 =y (1 一 5) ,Niy«y7! 相对 于 {0,1} 
司 伦 手 在 y (0) 处 的 常 值 道路 ; EDI, yc! .7 相对 同 伦 于 ?7(1) 处 
的 常 值 道 路 。 
定理 (5.6) 的 证 明 选取 一 条 道路 XY， 以 p 为 起 点 , 9 为 终点 
(这 样 一 条 道路 一 定 存在 ， 因 为 头 是 道路 连通 的 )。 车 a 是 一 条 基 
于 Pp 的 环 道 ， 则 OT. .yy 是 一 条 基于 4 的 环 道 ， 于 是 我 们 定 
X 
TX, p) — XC ,9) , 
<a> i: —><y!l -a y», 


利用 上 面 的 (a) , (hb) ,(e) ， 不 难 验证 y 的 定义 是 有 意义 的 ， 是 一 
个 同 态 ， 并 且 具 有 道 同 态 (7-0y。 因 此 ，?* 是 一 个 同 构 。 
现在 我 们 对 于 每 个 道路 连通 拓扑 空间 对 应 了 一 个 群 。 更 进 一 
步 ， 对 于 两 个 空间 之 间 的 连续 映射 可 以 对 应 以 相应 的 群 之 间 的 一 
个 园 态 。 这 个 同 态 的 构 作 是 很 自然 ， 而 且 是 很 富 于 几何 直观 的 。 
ik f:X--Y 连续 ， 设 Pp 为 在 关内 选 定 的 基点 ， 在 Y 内 选 4 二 f(p) 
为 基点 。 对 于 关内 任何 以 p ARR Ea, SEM oat Y 
内 以 4 为 基点 的 一 条 环 道 不仅 如 此 ， 从 引 理 (5.4) 知道 将 两 个 
同 伦 的 环 道 与 了 选 合 得 出 的 是 芋 内 两 条 同 从 的 环 道 。 因 此 ， 可 以 
定义 映射 
mE [eT (X, pn Y a), 
IZS (<a>》) — «f o0», dT. | 
fo(a-fy-(foa)*(foB»,- 


110 A 


立刻 看 出 /为 同 态 ， 我 们 称 刀 为  BUSERRUNIE. 
根据 以 上 的 构 作 立即 可 见 


(5.7) 定理 ”对 于 选 合 映射 X 一 一 了 一 全 2 有 
(g of).—9. of x 
这 里 应 该 递 惯 一 些 ， 定 理 (5.7) 的 陈述 实际 上 是 为 了 方 便 而 
作 了 简化 。 完 全 精 确 的 表达 应 当 把 基点 明确 说 出 来 ， 即 选 定 基点 
PEX, q—f(pcY, +—g(9) EZ, 
并 且说 ZEE 
(go f) :A 0X, p) 1,(Z ,r) 


"X "x 
Ai (X ,p) 一 一 人 7T1 (Y,q) ——7"(Z D. 


特别 当 上 有: 六 -> 了 为 同 胚 时 ， 可 以 将 定理 (5.7) 应 用 于 


X—SyY- Sx 与 YS Sx, 
而 得 到 | 
(0h, oh,— (13) i7, ,p) 97, (X, p), 
he oh, — (1,) :TY ,h(p)) 7, (Y ,h(p)), 
但 是 ， 很 明显 ， 恒 等 映射 所 诱导 的 是 恒 等 同 态 ， 因 此 ， 
hin, (XP TAY, hep) — 
EWH. WA, ARD (道路 连通 ) 空间 具有 同 构 的 基本 群 。 
如 果 我 们 试图 区 别 某 两 个 道路 连通 拓扑 空间 ， 现 在 又 有 了 一 . 
种 办 法 ， 就 是 设法 算出 它们 的 基本 群 ， 并 且 检 验 这 两 个 群 是 否 同 
构 。 如 果 不 同 构 ， 这 两 个 空间 就 不 能 同 胚 。 如 果 这 两 个 群 同 构 ， 
那么 可 以 说 我 们 没 得 到 有 用 的 讯息 ， 留 给 我 们 的 任务 是 寻求 更 精 
细 ， 更 尖端 的 不 变量 来 区 别 原来 的 空间 。 


3 H 
9. Wbo,f 与 7 为 空间 X 的 环 道 ， 且 都 以 p 为 基点 。 写 出 
111, 


(a 有) .7 与 4， (GBA SES HEH RRRA- 
体 的 同 伦 。 要 保证 你 的 同 伦 是 相对 于 {0,1T} 的 同 伦 。 

10, i&v,cAJEAIB X PEL p 为 起 点 ，4 为 终点 的 两 条 道路 ， 
如 同 在 定理 (5.6) 的 证 明 内 所 指出 的 ， 这 些 道 路 诱导 m OX. p) 与 
2, 0X ,9) 之 间 的 同 构 y*,cy。 证 明 04 为 ?* 与 元 SE C07 y» BEUS 
Sez. OX ,4) 的 自 同 构 选 合 而 得 的 同 构 。 | 

(n. 设 X 为 道路 连通 空间 。 在 什 么 情况 之 下 对 于 任意 两 点 
pP,QC X, —UA p 到 4 的 道路 诱导 mX ,0) 5 7,0X , IZ IRR. 
同 的 同 构 ? 

12. 证 明 任何 具有 平庸 拓扑 的 空间 基本 群 为 平凡 的 。 

13, 设 G 为 道路 连通 拓扑 群 。 对 于 G 内 任意 两 条 以 。 为 基 
点 的 环 道 ,6， 按 公式 FE(s 斩 一 c(9) - BO) 定义 映射 已 : [0,1] x 
[0,1]-~CG， 这 里 “'” 乘 表示 G 内 的 3E 积 。 画 一 个 图 表 说 明 这 
个 映射 在 正方 形 上 的 实况 ， 并 证 明 G 的 基本 群 是 交换 群 。 

14, 设 E 是 内 最 后 一 个 坐标 非 负 的 点 下体 所 成 的 子 集 ， 
证 明 空间 ;一 {(x,y,z)1y 二 0,0<< 2 委 ]} 具 有 平凡 的 基本 群 。 


5.5 计算 | 
这 一 节 包 含 初 步 的 计算 。 我 们 将 计算 圆周 ， 以 及 其 它 少 数 几 


E'"Wme*- *A 


RR ecu .Zz 
$t, 222 | 有 
P^, n2 Zz 
环 面 | zxz 
Klein 3 » : (4, b| a2 «52 ) 
通 亿 空间 L(b,4) do z 
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个 简单 宗 间 的 基本 群 ， 更 一 般 的 计算 将 等 到 第 6 章 。 

E BAM “在 这 个 精 形 ， 可 用 直线 同 伦 把 任何 环 道 缩 为 
基点 处 的 常 值 环 道 。 因 此 ， 欧 氏 空 间 内 凸 集 的 基本 群 是 平凡 的 。 
道路 连通 空间 的 基本 群 如 果 平凡 ， 则 空间 叫 作 是 单 连通 的 。 

— BA ”将 圆周 取 作 复 平 面 上 的 单位 圆周 ， 莽 且 售 T: RSA 
指数 映射 * >e*"'*。 至 体 整 数 被 指数 映射 粘 合 到 点 1E 8! ,这 一 
点 到 作 我 们 的 基点 。 | 

对 于 整数 n6 Z dr ys 表示 道路 ya (2 —ns,0xsszl,v, ÆR 
内 把 0 连结 到 n。 于 是 ya 在 zt 之 下 投影 到 SI 内 的 一 条 以 工 为 基 
点 的 环 道 。 而 且 ,7 oy 绕 贺 周 n 转 ， 当 + 为 正 时 逆 时 针 方 向 转 ， 
A n 5 ABE NS EFT s. 

(5,802838. Ak $00 — o yn> 而 定义 的 里 射 由 : Z 一 Ti(S11) 
X Fi. E 

证 明定 理 (5， 8) 需 要 用 到 几 条 引 理 。 首先 注意 ， & ”是 R 内 
任意 另 一 条 连结 0 到 的 道路 ， 则 y 与 ys 相对 于 {0, 1} 同 伦 ， 从 
击 投 影 到 51 内 成 为 同 伦 的 环 道 。 

(5.9) 引 理 少 X E) 

证 明 对 于 整数 m,n, TELET Mb 
HER. Wzoc—zoy, H Ym: 05503] man, 因此 ， 


$ (m 4-1) 一 《TFT o ynin =T o (yg * 9)» 
=L (T o Ym) $ (A 00)»—€UT o Ym) e CT o ya)» 
一 外 (m) * 6 (m, 


RAIEN 由 为 满 同 态 。 为 此 ， 任 意 取 ri(S5 1) 的 一 个 元 
素 ， 用 以 1 为 基点 的 环 道 代表 这 个 元 素 ， 并 试 将 这 个 环 道 E 
升 "为 R 内 以 0 为 起 点 的 一 条 道路 。 换 句 话 说， 我们 试图 寻 RR 
内 的 道路 7， 满 足 zoy 一 o， JA v (0) 一 0。 假定 我 们 能 b 作 到 
这 一 点 ， 则 ?》 的 终点 y CO 投影 为 S! 内 的 a(D 二 1， 从 而 y(D 必 
是 一 个 整数 n。 按 作法 00 一 <o>。 这 个 整数 叫 作 “ 的 度数 ， 它 
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量度 4 绕 圆 周 的 转 数 。 

要 实现 这 个 提升 的 手续 需要 对 粘 合 映射 z:R->S5 作 更 详细 
HZB. IZU 35 Si 去 掉 点 一 1 而 得 的 开 集 ,考虑 U 在 RR 内 的 反 像 。 
XX IE JE BUR ER Im Q— 0/2), n 0/2)», 0€ 之 的 开 区 间 的 并 集 。 
注意 这 些 开 区 间 的 任何 两 个 不 相交 ， 并 且 科 限制 到 其 中 E fI 
个 之 上 是 这 个 区 间 与 的 一 个 同 肚 。 类 似 地 ， 若 V 二 51 一 {1}, 则 
V 的 反 像 分 解 为 开 集 的 无 交 并 ， 并 且 7 限制 在 这 些 开 集 的 任何 
一 个 之 上 时 ， 是 一 个 同 胚 , 现在 UUY 是 整个 SI。 因 此 ， 对 于 
5S1 内 的 一 条 环 道 ， 我 们 可 尝试 将 它 分 成 小 段 ， 使 得 每 一 段 或 者 在 
U 内 ， 或 者 在 V 内 ， 然 后 利用 U 5V 的 上 述 性 质 将 这 些小 段 一 个 
一 个 提问 到 R, | 

(65,10 道路 提升 引 理 30 为 S! 里 六 1 为 起 点 的 一 条 道路 ， 
则 存在 中 内 唯一 的 道路 0 以 0 ALAS, UE moo, 

证 明 开 集 071(U),0™1(V) 给 出 10,1] 的 一 个 开 复 盖 ， 因此， 
按 Lebesgue 引 理 (3.13) WARE RO= LiL ul, 使 得 
每 个 [ti,tit1] 包 含 在 07 (0D PN, X;07 O0 P3. 首先, 在 子 区 间 
[0,5].EzE X, 0. iT 0 DL 128 5, DU o (0,51) SU， 回 顾 
7|(—1/2,1/2) ÆA C7 1/2, 1/2) AU BS Te] Wi, $ f 为 它 的 d 
HELA . 

ols)=fo(s), O0«s«t, 


归纳 地 假定 已 经 在 [0,ts] 上 完成 了 5 的 定义 ， 我 们 想 把 定义 扩张 
Slt, ten] Ede 39 0 (utes cU,REH # octoc (n— (1/2), 
n+ O(0/2)), 4g 3Xogk n|(—(G/2),nT G/2 ) IZ 3, 4E ELA 


e (s) — ga (s), E PM 
* o (hot EV, W a (t4) € GÀ, nc DOCE E n xor. n AR 
ülfgCn,n-ci1)bX—^ IIR, KERA hk, RIEL 

0 (s) — ha (s), xS. 
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这 就 完成 了 提升 道路 o WAEL. ER, GHÉE[O.Q] BOE XOT 
5 之 后 ， 只 有 了 唯一 的 方式 能 将 它 扩张 到 [tks te] 上 ， 因此 ORE 
一 的 。 

当然 ， 我 们 可 以 把 引 至 (5.10) 叙 壕 成 更 一 般 的 形式 。 设 是 
SI 内 以 为 起 点 的 一 条 道路 ， 我 们 可 以 找到 RR 内 M 一 的 一 条 道 
路 6， 以 x-!(p) 的 任何 预先 指定 的 一 点 为 起 点 ， 并 且 满 足 Xo。0 
二 0。 这 样 的 道路 9 叫 作 0 的 提升 。 

ATHER 由 是 一 对 一 ， 我 们 需要 从 圆周 提升 同 伦 回 F R. 
这 可 以 用 下 列 的 结果 来 作 。 

“5.11) 同 伦 提 升 引 理 。 若 F:1 x1 一 51 是 一 个 连续 映射 ， 满 
R 

| FQ D =F,t,) ostisi, 
则 存在 唯一 前 连续 映射 下 :7 XI 一 RR 满足 
To F=F, 
EX 
F(9,t)—0, Oxt«l. 

证 明 我们 将 只 给 出 证 明 提要 ， 因 为 主要 的 思想 -和 引 理 
(5.10) 的 证 明 一 样 。 用 水 平 与 铅 站 的 直线 将 TXT 分 成 小 方块 ,使 
得 每 个 小 方块 被 F 陕 入 U 或 VY 这 要 用 m] Lebesgue B| 理 。 在 这 
些小 方块 二， 一 块 一 块 地 给 出 中 的 定义 ， 从 底下 数 起 第 一 行 开 
始 ， 自 堪 到 右 而 进行 ， 然 后 第 二 行 按 同方 向 进行 ， 诸如此类。 有 
一 点 需要 着 重 指出 ， 注 意 当 我 们 要 在 某 个 特定 的 小 方块 上 扩张 上 上 
的 定义 时 ， 在 这 方块 上 已 经 有 定义 的 部 分 或 者 是 左 侧 铝 查 边 ， 
或 者 是 左 侧 铅 直 边 与 底 边 。 总 之 这 个 集合 是 连通 的 ， 因 此 ， 它 在 
FF 之 下 的 像 整个 落 在 nUQU), Wpzn (B) 43538 de Pa GE 
照 把 该 小 方块 积 入 上 或 V 而 定 ), 然后 利用 在 这 个 连通 分 支 
上 的 限制 为 同 胚 而 给 出 在 整个 这 个 小 方块 上 的 定义 。 

定理 (5.8) 的 证 明 由 引 理 (5.9) 与 (5,10)$:2Z->X1(51, 1) 

x 
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为 满 同 态 。 要 看 出 $ 的 核 为 0%， 我 们 如 下 论证 。 设 2E Z, HRE 
PME 7, 1) 的 单位 元 素 。 这 表示 说 ， 如 果 用 一 条 道路? 连 
结 0 到 nn ， 则 Toy 是 一 条 零 伦 前 环 道 ， 即 同 伦 于 基 点 处 的 常 值 
环 道 。 取 定 从 1€5! 处 的 常 值 环 道 到 oy 的 一 个 同 伦 下 ,大 使 用 
引 理 (5.11) 找 到 F IX IR, 使 得 了 的 投影 为 F， 并 且 

F (0, 昌 二 0， Oxt«l, 

令 已 表示 了 xzL 的 左 侧 边 、 右 侧 边 与 底 边 的 并 集 ， 则 书 将 整 
个 P 映 为 1。 由 于 2o F-F, ABFP EB, FAS ERAEP RR 
为 某 个 整数 。 但 把 TxI 的 左 侧 边 映 为 0， 因 此 F(P) 一 0。 

R 内 由 F(s,1) 定义 的 道路 是 oy 的 一 个 提升 ， 以 0 为 起 点 ， 
因此 ， 由 引 理 (5.10) 的 唯一 性 部 分 知道 这 必然 是 v. HT P (1， 
1) 二 0， 我 们 有 7(1) 二 nn 二 0。 因 此 ， 中 的 楼 只 含有 整数 0 自己 , 这 
就 证 明了 由 是 同 构 。 

n- 维 球面 ”为 了 说 明 当 4 之 2 时 S" 具有 平凡 的 基本 群 ， 需 要 
用 到 下 面 的 结果 : 

(5,12) 定理 UENDCCIUSAB AGGERE AU, V 前 并 
集 ， 而 且 UNV 是 道路 连通 的 。 则 XX 是 单 术 通 的 ， 

WEBS ”我 们 要 证 明 XX 辣 伦 于 一 些 环 道 的 著 积 ， 它 们 之 中 的 每 
一 个 或 者 包含 于 U， 或 者 包含 于 Y。 这 已 经 足以 导出 定理 的 结 
论 ， 因 为 0 与 V 都 是 单 连通 的 。 

选取 基点 PEUNY， 设 a:1-X 是 一 条 以 为 基点 的 环 着 。 
dk Lebesgue 引 理 (3.11), 可 以 在 1 内 找到 点 

Qo Gem eU, 
ER el eot D 包含 于 U ARVA., Ua, 表示 道路 
S iG ((t —ty D Stt), Oxsxl. 
用 一 条 道路 7% 把 p 连结 到 每 一 点 (ltr), i«kexn—1, Br 得 当 
a(ty) EU 时 ,yk 整个 在 U A, mie at) € V Bb, dg V P3. Hou) 
EUNV ,我 们 要 求 y, 在 U DV 内， 这 是 办 得 到 的 ， 因 为 按 假设 
UNV 是 道路 连通 的 。 于 是 环 道 4 同 伦 于 乘积 
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(aiey) * (yi*üs* ya D e Vora r5 1) eet (y at), 
其 中 每 一 项 或 包含 于 
LU ,或 包含 于 了 了。 图 5.5 
对 于 2- 维 球面 显示 了 上 
一 段 论证 ， 这 里 球面 表 V 
RARA JE DHL A Hg 
集 。 

把 这 个 结 果 用 于 

S"， 取 不 同 的 两 点 X*, y, 

# H iE U-—S'—(x]), 图 5.5 

V-S'-(y), U 与 V 都 同 胚 于 E*， 从 而 是 单 连通 Hg. HN 
n 宕 2 时 ; UNV 是 道路 连通 的 。 

轨道 空间 ”圆周 是 整数 按 加 法 作用 于 实数 轴 而 得 到 的 轨道 空 
间 (4.4 节 ) ,我 们 对 x1(S) 的 计算 是 下 面 这 个 结果 的 特殊 情 形 ; 它 
还 可 用 来 计算 环 面 、Klein OR, DIEGEBUED» 上 (p,q9) 的 基本 群 。 

(5,10 定理 若 G 如 同一 个 同 胚 群 而 作用 于 单 连通 空间 六 ， 
并且 党 每 一 点 XEX, 有 分 域 U 使 得 UN 站 ng(U0) 二 名 ,对 一 志 9E 0 一 
{ej} 成立 D。 则 7, CXC/G) 同 构 于 G. 

ARE ”基本 的 思想 和 以 前 一 样 。 固 定 一 点 xoE X， 对 于 
9EG, 用 一 条 道路 y 把 Xo 连结 到 ga), A nX 为 投影 ， 
则 woy 是 XX/G 内 基于 天 (xzo) 的 一 条 环 道 。 按 由 (9) 二 《<x oy» 而 
定义 


:Gn, (X/G, (xzo))。 
由 于 X 单 连通 ， 我 们 可 以 将 7 换 为 任何 其 它 连 结 xo 到 9(x0) 的 
道路 而 不 影响 G, | | 
不 难 验 证 6 ERSO. KEN o 为 一 对 一 喘 满 , 需 要 与 同 伦 
提升 ， 以 及 道路 提升 引 理 (5.10) 55 (5, 11) 类似 的 结果 。 (例如 ,为 


Q 若 这 后 一 个 条 件 满 号 ， 则 G 具有 离散 拓扑 。 
© 纲 节 留 给 读者 自己 去 完成 习 古 17 一 20 有 些 帮 助 。 
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要 证 明 $ EWES, PEETRE 7, 0X /G, m (Xx0)), 试 导 HEX 
内 的 道路 y, A xo 为 起 点 ， 工 满足 Toy=。 终 点 7(1 在 xo 的 
轨道 内 ， 因 此 ， 有 元 素 gE G， 使 得 g(xo) 二 7 (1)。 按 作法 知道 
$ (9) =<a>。) | 

再 回 到 前 面 对 圆 周 的 考虑 ， 我 们 可 看 出 这 两 个 引 理 对 于 任何 
满足 下 列 性 质 的 连续 映射 不: 关 一 了 成 立 D 。 对 每 点 yEY ,假定 有 
一 个 开 邻 域 Y ， 以 及 n1 0088—42 88. 分解 成 一 族 两 两 不 相 
交 的 开 集 {U。}， 使 得 在 每 个 U。 上 的 限制 是 从 U。 到 的 一 个 
IRR. AE ERAI 是 作 一 个 复 挝 映射 ， 关 叫 作 Y 的 一 个 复 : 
zad, : 

HFIEX/G, RAE (5 xdk X 内 的 邻 域 U ,使 得 
Ufg(U)-F—9) 9€ G—te)2923&,. i V —n(U) ,回忆 aX 
X/G 将 开 集 映 为 开 集 ,我 们 取 {9(U) [9€ G} 作 为 开 集 族 [U。}。 这 
表明 ? 为 复 造 映射 ， 从 而 完全 给 出 了 定理 (5.13) 的 证 明 要 点 。 

4.4 节 所 列举 的 关于 群 作用 的 例子 中 的 儿 个 满足 定理 (5.13) 
的 假设 : 

Bu. Z xZ 作 用 于 巨 :以 环 面 了 为 轨道 空间 ， 给 m (T) 
ZxZ. 2 ~ 
例 2. Zs 作用 于 S* 以 P" 为 轨道 空间 ,给 出 m (OP) 
当 7n 完 2。 . 

fio. Zp 作用 于 S* 以 透镜 空间 Lo, 4) 为 轨道 2E 间 ， 给 出 
mi(L(p,9))=Zp。 | B u 

考虑 例 1。 任 取 平 面 上 一 点 ， 取 以 这 一 点 为 中 心 ， 中 径 为 1/2 
的 圆 盘 作为 局 。 JW Z x Z 中 的 任何 平移 (除开 恒 等 变换 之 外 ) 使 
这 个 圆 盘 从 原来 位 置 完 双 移 开 。 例 2 与 例 6 留 给 读者 自己 考虑 。 

基本 群 并 不 总 是 交换 群 。 设 群 G 以 所 4 为 生成 元 ， 适 合 关系 
u-Muci^, 并 考虑 由 下 式 定义 的 G 在 平面 上 的 作用 : 


O 细节 留 给 读者 ， 可 参照 习题 17 一 20。 
Q 关于 复 选 空间 的 详细 讨论 见 第 10 章 。 
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t(x, p) — xt, 
u(x, y) =(—x+1,y+1). 
M t£ EPITF x AiP, uk 
沿 着 直线 x 二 1/2 B3 iR aA 
定理 (5.13) 的 假设 不 难 检 验 。 罗 
道 空 间 为 单位 正方 形 粘 合 四 边 如 
图 5,.6， 也 就 是 说 ， 是 Klein Și 
K., Wie, Klein $i 的 基本 群 是 
群 G。 用 平行 滑动 有 反 ratu, 
/一 4 来 表达， 我 们 重新 得 到 4.4 
节 的 例 8(c)， HELA 图 5.6 
7, (K) zx (a, b |a? =b). 
乘积 空间 这 一 段 的 结果 提供 计算 基本 群 的 另 一 个 工具 ， 
(5.14) 定理 若 拉 与 了 是 道路 连通 空间 ， 则 7 (XXY) 同 榴 
于 TiCX)XTY)。 
证 明 选取 基点 为 EX, yo C Y ,以 及 (os 99) EXXY. 所 有 
的 环 道 都 是 以 这 些 点 为 基点 的 ， 但 为 简单 起 见 将 在 记号 里 略 去 。 
投影 Pi pz 诱导 同 态 
Py CX X Y) n, (X), 
PasiN CX X Y) 75,(Y), 
从 而 提供 给 我 们 一 个 现成 的 同 态 
AT (XXY)— SA (X) xz (Y), 
<a> i—> (<P; 005, <P2 00»), 
ja XxY 内 的 一 条 环 道 ， 并 且 若 


Pioasers,  Dogcey,, 


则 QE Cro Yo)? 其 中 
H (s,t) zz (Fs,t) ,G(s,t)), 
因此 ，# 为 一 对 一 。 | 
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HERY AWAK, MXARE, YA K RE y, (EX 
X 的 环 道 a(s) = (8G), y (S). TEI 
pıoa=f, p,oa-y, 
因此 ，y(<a>) = (<B>, Xy») 如 所 和 欲 证 。 
这 个 结果 给 出 环 面 基本 群 为 ZXxZ 的 另 一 个 证明， 并 且 使 
我 们 知道 ， 上 比如 说 ， 当 m,n 之 2 时 m SxS AE. 


习 题 
15. 用 定理 (5.13) 证 明 Möbius 3i 5 AHER 具有 基本 群 
Z 


16. 将 S" 取 作 上 +! 的 单位 球面 。 对 于 S" 内 的 任意 环 道 
a， 找 出 "+*! 内 的 环 道 6， 使 得 5 与 4 有 相同 的 d, P 由 有 限 
多 条 直线 段 组 成 ， 并 且 满 足 la(s) pOl, Hoss. He, 
导出 当 z 关 2 时 ”为 单 连通 ， 在 ”一 1 时 ， 你 的 论证 在 什么 地 方 行 
不 通 ? 

17. 读 通 定理 (5.13) 的 证 明 大 意 . 对 于 91,9s€G， 用 一 条 
道路 7; 连结 x. 到 gi (xo), MGE E ys 连结 0 到 gz(x0)。 察 觉 到 
y1* (91072) 连 结 xo 到 9192 (9) ,从 而 导出 由 为 同 态 。 

18. it2:X—Y 为 复 迭 映射 ,从 而 每 一 点 yEY 有 邻 域 六 ， 
使 得 Tz!1(V) 分 解 为 两 两 互 不 相交 开 集 的 并 集 ， 共 中 每 一 个 被 下 
同 胚 地 映 满 VY。 把 这 样 的 邻 域 叶 作 “典范 的 ;?。 若 4 是 了 内 的 一 条 
3ÉPR, WLB]IESHETEGDAO—iy ety 1,18 atu), 
对 于 0 太志 m 一 1]， 包 含 在 一 个 典范 铝 域 只 ， 从 而 将 4 一 段 一 段 
地 提升 成 关内 (唯一 确定 ) 的 一 条 道路 ， 以 771 (a(0)) 内 任意 预先 
指定 的 点 为 起 点 。 

19. i :X—Y 为 复 选 映 射 ,PE Y.acn (0) FEH F:IxI 
一 Y 是 一 个 连续 映射 ， 满 足 

F(0, —F(1,D) =p, OSte<1, 
用 引 理 (5.11) 的 论证 找 出 一 个 连续 映射 F xX, 使 得 满足 


120 


znoP-F,j$tHF(Q,D—4, O0«t«l, 检验 下 的 唯一 性 。 

20. 按 下 列 方式 重 作 习 题 19。 对 二 每 个 +€ [0,1], 有 Y 内 以 
p 为 起 点 的 道路 Fi (3) 二 Fls， Ü. 设 Fi 是 它 的 在 XX 内 以 4 为 起 点 
的 唯一 提升 道路 。 合 F, D= Fio). MEFE, HEF H 
提升 。 


21. dz Fr ESSAIS PLUS Se B Inl ds 


feim (GU, 7 GL fO»: 
. (a) Hgy Fe 0) ze'C* n, ox0x27, 
(b) Fe) 二 6， o«0x27, Hu ncZ; 
ei, OSI «m, 
(c) reo=| | 
Oil2r-0), — mex, 
22. 在 4.4 节 ,我们 给 出 了 2; 在 环 面 上 三 种 不 同 的 作用 ,并 推 
An $3 E [R] x 9 29 ZR ifi , 5 8j 5 Klein JR A 8E— $REJH , ELA 
众 环 面 到 轨道 空间 的 自然 粘 含 映射 所 诱导 的 基本 群 之 间 的 同 态 。 
23. 按 下 面 所 说 给 出 习题 8 第 二 部 分 以 严格 证 H. iab 
为 4 办 按 下 式 定 义 的 环 道 : 


G(S) — (s+1,0), B(s) -ha(s), 0xsxl, 
证 明 若 4 相对 于 4 的 两 个 边界 圆周 同 伦 于 恒 等 映射 ， 则 环 道 O78 
rel{0,1} 同 伦 于 点 (1,0) 处 的 常 值 映 射 。 验 证 这 条 环 道 代表 4 的 
基本 群 的 一 个 非 单 位 元 素 。 


5.4 BÆ 


事实 上 ， 比 同 肛 更 广 的 一 类 连续 映射 使 基本 群 保 持 不 变 ， 如 
内 以 后 我 们 将 要 建立 的 一 些 代 数 不 变 量 ( 同 调 群 与 Euler 示 性 
BO ,基本 群 是 空间 的 所 谓 “ 同 伦 型 ?的 不 变量 ， 

(5.15) 定 义 两 个 空间 与 了 具有 相同 的 同 伦 型 ， 或 同 伦 竺 
价 ， 假 如 看 在 连续 映射 
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' g 
满足 go f=1x, f o g—1y, 
映射 9 UHE f ARRA, —oH IESU E BER BT E IERI fe 
SER. EXSY Hodge, NifEX-Y. 
(5.10 引 理 关系 X 一 立 是 拓扑 空间 上 的 等 价 关 系 ， 
证 明 自 有 反 性 与 对 称 性 是 显然 的 ,关系 的 可 迁 性 可 以 这 样 
和 看; 车 连续 映射 


f u 
g U 


为 同 伦 等 价 ， 则 按 引 理 (5.4) 有 
govouof~golyo/=~gof~1x, 


以 及 uofogov-uolyov-uot-]lg, 
uof 
因此 ， 了 映射 XX > 


ov 

表明 X 与 了 有 相同 的 同 伦 型 。” 

例子 

1. 局 胚 的 空间 具有 相同 的 同 伦 型 。 

2. 欧 氏 空间 内 的 任何 曲 集 与 一 点 有 相同 的 同 伦 型 ， 

3. E'—(0)45 S" 有 相同 的 同 伦 型 。 定义 g:E' — (0) 
S" "1 和 如同 gx) —x/Ixl, F f:S'-!1 一 EE' 一 {0} 为 含 大 上 映射。 
WM gof-is*-:, FFH. le" =f o g, 其 中 


G(x, = (170 x-tx/I xl, 
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图 5.7 旺 示 了 ”= 2 的 情形 ; WX 


指示 在 同 伦 G 之 下 各 点 如 何 运 NN / 

动 。 ~ > 
4. 设 A 为 XX 的 子 空间 。 相 

对 于 4 的 同 伦 G:XXx7I->X 如 果 m 

满足 -一 ~ 
G(x,0) =x, ^ | (S 

| 对 一 切 xXEX， 
G(x, DEA, 

Wu X5 dEMIMR. EX dics B 5.7 


到 4 上 下。 如 果 关 可 以 形变 收缩 到 A， 当然 蔷 就 与 4 有 相同 的 同 伦 
型 ( 取 SAX Xu As. 9g:X-—ACÀhxa-Gx,D). EKlo.81R HER 
ARALARA NA E E — n N JE C 8 字形 ) 上 的 形变 收缩 
到 用 一 条 线段 连结 的 两 个 圆周 上 的 形变 收缩 以 及 到 看 起 来 像 字 
BO 式 的 空间 上 的 形变 收缩 。 于 是 可 以 得 出 结论 ， 说 这 些 空 间 都 
互相 同 伦 等 价 (我 们 在 第 6 章 将 看 出 ， 它 们 的 基本 群 是 具 有 两 个 
生成 元 的 自由 群 Z 六 2Z)。 


< ~ 
—— ~ 一 一 
~ e | 一 -一 
— 一 一 -一 一 — 
P ~、 
图 5.8 


123 


设 f,g:X--Y 是 同 伦 的 连续 映射 为 了 证 明 同 伦 $ Ur BE 
间 具 有 同 构 的 基本 群 ， 作 为 第 一 步 先 考察 f 与 9 所 诱导 的 基本 和 群 
之 间 的 同 构 f4 与 9* 之 间 的 关系 。 我 们 将 要 看 出 ， 它 们 相差 一 个 
同 构 ， 
(5.17) 定理 æ f =9:X—>Y, g] 
9:7, (X , p) 71, (Y ,g(p)) 
等 于 选 合同 态 
TX p) —7, (Y ,f 0) sa (Y ,g(p) , 
其 中 是 了 内 由 y(s) 一 F(p,S) 给 出 前 连结 1(p) 5 g(p) 前 道路 。 
证 明 设 & 为 X 内 以 pp 为 基点 的 一 条 环 道 。 由 定义 
gr (<0>) — «goa», 
yf 4 (C05) 一 < (f oa) *y», 


因此 ,必需 证 明 环 道 goa 13 (yle (f o0))*y 相对 于 {0,1} 同 伦 。 


go" goa 
? G Y 
foa 1/4 1/2 v 
(a) . (b) 
图 5.9 


E EE GG, — P(a(s) Dm ELHA G:Tx1->Y。 它 在 
Jx 了 的 边 上 如 图 5.9(a) 所 表明 。 用 C 我 们 造 出 以 上 两 个 环 道 之 
间 的 同 伦 互 :ZLx7T 一 Y， 它 在 正方 形 上 的 实况 如 图 5.9 (b) 所 示 , 而 
精确 的 定义 可 以 按 下 式 写 出 : 
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y(1—4s3), Oxs 


4 » 
j^/A8-t—1 1—t 1 十 
H(s,t) = co( GET t), Tsss 
t 
y(25—D, Ds, 


如 常 ， 我 们 依靠 焊接 引 理 (4.6) 可 看 出 C S H oe £i, 
(5.18) 定 理 益 两 个 道路 连通 空间 有 相同 前 同 伦 型 ， 则 它们 
有 同 构 的 基本 群 。 
证 明 ”在 这 个 证 明 中 要 小 心 对 待 基点 。 已 经 给 了 空间 与 映射 


WW Ely gof, lv =f o 9 选取 含 于 gz) 的 一 点 nC X 作为 基点 ， 


"m" ID, REER X Don (Y ,f(p)) 为 同 构 。 
v 为 革 内 由 Y(s) 二 Fp,s) 给 出 的 连结 Pp 与 91 (7p) 的 道路 。 
定理 (5,17) 给 出 
(g o f) 4—=y#:T 0X p) A (X, gf (Q0), 
ERRI O o 力 * 为 同 构 。 但 (9。 f) 42535 & [Rd ds 
nX, p) —o7n,( ,f (9) — n, (X ,gf (p, 
因此 1; 是 一 对 一 的 ， 
证 明 fs 满 ， 也 按 类 似 的 方式 进行 。 设 0 为 Y 内 按 0(3s)= 
G(q,s) 定 义 的 连结 49 到 f (Pp) 的 道路 。 按 定理 (5.17) 
(fo 9) #=0#:N(Y ,9) 75, (Y ,f 0»), 
Fit, (og 4 为 同 构 。 但 (f o 9) * 为 选 合同 态 
n (Y ,DIRK ,p) n I,i), 
由 此 看 出 f: 为 满 同 态 。 因 此 ，f4 为 同 构 。 _ 
利用 上 面 的 结果 ， 还 可 以 从 我 们 已 经 作 过 的 计算 挤 出 多 一 点 
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的 讯息 。M5bius 带 、 贺 柱 面 、 有 针 孔 的 平面 £7 一 {0} ,以 及 实心 
环 ， 都 与 圆周 有 相同 的 同 伦 型 ， 从 而 都 以 之 为 它们 的 基本 群 。 
E* 一 {0} 可 形变 收缩 为 S" :， 因 此 ， 当 nz30 25 VE 通 空间 。 

Zejgp X upiEIAR. bini RAD 1x [IÍECT fe X 3E 点 处 的 常 
值 映射 。 

(5.19) 定 理 《(〈a) 空 间 为 可 编 ， 当 而 且 仅 当 它 与 一 点 有 相同 
HELA,  (b) 可 编 空 间 是 单 连通 的 ; (任意 两 个 映 入 可 缩 
空间 的 呐 射 同 伦 ! — (D aRÓXCW d, Aix 同 伦 于 点 x 处 前 常 值 映 
射 ,xEX 为 任意 点 。 

证 明 (a) 对 于 PEX, 以 cp 表示 在 p RRR ERI iR 
ap) SIX Ry S ARA, FEDERE T p, MKA 


XX Nn 


表明 关 与 一 点 有 相同 的 同 伦 型 。 反 之 ， 若 已 给 映射 


满足 ge j 一 1x， 则 1x 同 伦 于 点 7 二 9(4) 处 的 常 值 映 射 。 
(b) 若 1x 守 Cp， 道路 7 (s) 二 F(x,s) 连结 x 到 p。 因 此 ， 关 是 
道路 连通 的 D 。 然 后 用 定理 (5.18) 即 可 。 
(ec) 车 1x 二 cp， 则 对 于 映射 f,9:Z 一 关 有 
f=1lxof~cepo f=cepo 9~1lxog=9。 
(d) 假 设 1x 二 cp， 将 (6) 应 用 于 映射 cp ,cz:X 一 X。 
欧 氏 空间 内 的 任何 三 集 为 可 缩 ， 很 容易 想像 怎样 把 恒 竺 映射 
( 沿 着 直线 ) 形 变 到 任意 一 点 处 的 常 值 映射 。 但 是 ， 这 个 例子 不 应 
使 人 们 盲 生 乐观 。 当 使 恒 等 映射 1x' 同 伦 到 ’ 常 值 映射 cp 时 ,可 能 
@ 车 区 与 Y 有 相同 的 同 伦 型 ， 则 XX 道路 连通 ， 当 而 且 仅 当 了 道路 连通 。 
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在 伦 移 的 过 程 中 被 迫 今 点 p 移动 ， 也 就 是 说 ， 可 能 不 存在 从 1x 到 
cp 相对 于 {p} 的 伦 移 。 例 如 ， 取 图 5.10 的 “和 全 式 空间 ” 作为 X， 取 
点 了 为 点 (0,1/2)。 则 不 存在 使 p 保持 不 动 的 从 1x 到 cp 的 伦 移 
《何故 ?)。 但 是 我 们 可 把 每 个 和 夷 铅 直 地 收缩 到 x 轴 上 的 区 间 
[9,1] ,然后 将 这 个 区 间 收 缩 到 0， 这 表明 1x 同 伦 于 cq。 将 0 顺 着 
y 轴 运 动 到 p 就 完成 了 1x 到 cs 的 伦 移 。 


对 于 nt 二 1,2,3,*, 息 子 有 一 个 
«i set ( oor) 以 
及 连接 (0,0 (ory) 


图 5.10 


EDE Ze [BPRUE eoe T 385 2. (i 
是 可 缩 的 。 如 果 将 三 角形 的 三 边 如 图 
5.11 那 样 粘 合 ， 便 得 到 一 个 “ 歇 帽 ” 式 
的 罕 间 。 虽 然 看 起 来 没有 显然 的 方式 
缩 为 一 点 ， 但 是 这 个 蟾 帽 是 可 缩 空 间 
(习题 27, 28) 。 

5.11 
:j AH 

24, dj X-—Y, X'—Y', ER Xx X'—Y xY’, ENH 
于 任何 窒 间 六，CX AA. 

25. 证 明和 穿孔 的 环 面 可 形变 收缩 到 碰 于 一 点 的 汪 个 圆周 。 

26. E TI ER CRA T hE S 的 例子 ， 

(a) S=Möbius lit, C — RA Jd, 


127 


(b) S— fihi, 
C= 对 角 圆 周二 {(x, 四 ESixS!i|x=y})s 
(c) 三 圆柱 面 ，C 三 边界 圆周 之 一 。 
在 每 个 情形 ， 选 择 一 个 基点 在 内 ， 描 写 C 与 S 的 基本 群 的 生成 
元 ， 并 利用 这 些 生 成 元 写 出 C 到 5 的 含 入 映射 所 诱导 的 基本 群 同 
态 。 
27. 证 明基 f,9:S'>X 是 同 伦 的 连续 映射 , 则 用 f 与 用 g 将 
圆 先 贴 附 到 拓 所 得 的 空间 是 同 伦 等 价 的 ， 换 甸 话说 ， 
X U j;D—«XUgD, 
28. 用 习题 27 以 及 5.1 节 所 给 的 关于 同 伦 的 第 三 个 例子 ， 证 
明 “ 蜂 由 ?与 圆 盘 有 相同 的 同 伦 型 ， 从 而 为 可 缩 。 
29. 证 明 图 5.12 所 画 出 的 有 两 间 屋 的 房子 是 可 缩 的 。 


第 -和 间 星子 大 口 ” 


第 二 间 尾 子 入 日 


E 5.12 


30. 详细 证 明 圆 柱 面 与 Móbius 带 都 具有 圆周 的 同 伦 型 。 

31. iE X 25f8 5.10 Bro B) EXC ZEIRI. HEB X H T SERRE 4B 
对 于 {7} AET p 点 处 汐 常 值 映射 。 

32. (代数 基本 定理 ) 按 下 述 方 式 证 明 具 有 复 季 数 而 不 等 于 常 
数 的 多 项 式 在 C 内 有 一 个 根 。 显 然 可 以 取 最 高 次 项 系数 为 1， 所 
以 可 以 兮 
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p(z) —z' a, 427^! E - d- a, 2 H- 4s, 


TE p) 永 不 为 0 的 假设 下 ， 对 于 每 个 非 负 实数 t ， 按 照 fi 二 
p(tz)/|p(z) | 定义 一 个 映射 f;:S1->S1。 证明 任意 两 个 这 样 的 上 映 
射 同 伦 。 注 意 fo 为 常 值 映 射 ， 而 当 t ERBERK, Je A fe TER 
9(z) 二 2"， 由 此 产生 序 盾 。 


5,5 Brouwer 不 动 点 定理 


我 们 迄今 为 止 所 建立 起 来 的 一 套 设施 的 第 一 个 应 用 是 著名 的 
关于 连续 映射 不 动 点 的 上 .了 .Brouwer 定理。 这 个 定理 说 ，( 任 
TARD 球体 到 自身 的 连续 睦 射 必定 至 宁 使 一 点 保持 不 动 。 由 
于 下 面 就 要 看 清楚 的 原因 ， 现 在 我 们 还 不 能 就 这 么 广泛 的 程度 进 
行 讨 论 。 我 们 将 在 球体 维 数 不 超 过 2 的 假设 下 证 明 Brouwer 不 动 
点 定理 ， 至 于 一 般 情形 ， 则 要 留待 第 8 章 的 定理 (8.14)。 

维 数 1 的 证 明 除了 差 一 个 同 胚 ， 我 们 可 以 将 任何 1!- 维 球体 
用 单位 区 间 [0,1] 来 代替 。 需 要 证 明 的 是 ， 若 Se 连续 ， 则 必 
有 一 点 xET， 满 足 jz) 一 和 ETR, 


T 一 {zErlFxz)<xyUfxE7TAGz) +H}. 


但 {D < 之 1，f (0) >>0， 所 以 上 式 等 号 右 端 的 两 个 集合 都 非 空 , 并 
由 了 的 连续 性 立即 推 知 它们 都 是 开 集 。 由 于 是 连通 的 ， 这 就 引 
出 矛盾 。 

与 这 个 论证 略微 不 同 ， 但 便于 与 高 维 情形 联系 的 一 个 变 体 如 
下 所 注 。 仍 然 假定 定理 的 结论 不 其 ， 定 义 g:1— (0,1) 按照 9 €O 
—0, MfG)DxX, 9(*) 二 1， 当 (x) 之 x。 则 gg 的 连续 性 从 了 的 
连续 性 导出 ， 莽 且 册 于 9(0) 王 0，9()=1， 故 9 为 满 了 映射。 这 
再 次 与 1 的 连通 性 巴 盾 。 

维 数 2 的 证 明 ” 取 平 面 上 的 单位 圆 盘 作 为 标准 的 2- 维 球体 ， 
和 大 假定 有 一 个 连续 映射 f:D->D 没有 不 动 点 。 模 仿 前 一 个 证 明 ， 
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对 于 每 一 点 x 引 从 fO) 到 x ( 方 
向 是 重要 的 ) 的 线段 , 延长 直到 与 
单位 圆周 C 相交 (图 5.13)。 全 六 
p 对 应 于 这 个 交点 定义 了 一 个 映射 
g:D-~C。 了 的 连续 性 保证 了 9 
p 3E, RRBGEÜENS A 90)-—x 
C 
对 于 一 切 xEC 成 立 。 

人 们 或 许可 以 强烈 地 感觉 
图 5.13 到 ， 一 个 映射 9:D->C 如 车 限制 
在 C 上 为 恒 等 映 射 ,必然 要 把 也 撕 破 , 因 此 ， 不 可 能 连续 。 在 1- 维 
-情形 通过 比较 1 的 连通 性 与 (0,1) Bo Toe PER 引出 矛盾 。 现 
在 刀 与 C 都 连通 ， 因 此 ， 完 至 相同 的 论证 在 此 地 行 不 通 。 但 是 ， 
是 单 连通 的 ， 而 C 具有 基本 群 和 ， 于 是 ， 可 以 通过 论证 诱导 同 

A 94:7, D) 97,0 必需 是 满 同 态 而 引出 矛盾 。 
取 点 p= (1,0) A 时 作为 C 与 忆 的 基点 ， 关 记 C 到 DD 的 伟人 
映射 为 i:C->D。 空 间 与 连续 映射 C 一 > D 一 一 C 给 出 群 与 同 


态 


g(r) 


n, (C, pa, (D, p) >n, (C, p). 
对 于 一 切 xXEC， 有 9oi(x) 一 x, 因此 ，9* oi 为 恒 等 同 态 ,于 是 
ge BAHWA. B7, (D, p) ZÉJU, di (C, p —Z, Bd 此 得 到 
FE, W Brouwer 不 动 点 定理 在 2- 维 的 情形 必然 成 立 。 
以 上 的 论证 最 好 地 显示 了 代数 与 拓扑 之 间 的 相互 作用 。 原 来 
的 几何 问题 是 困难 的 ,但 是 一 旦 翻译 成 了 代数 问题 ,只 用 非常 简单 
的 思想 就 解决 了 问题 。 注 意 定 理 (5.7) 的 重要 性 ,有 了 它 使 我 们 可 
以 将 同 态 gs oda 等 同 于 (9 oi) *。 对 于 维 数 大 于 2 的 球体 也 可 同 
样 进行 论证 ， 不 过 不 能 用 基本 群 来 达到 目的 ， 因 为 "- 维 球体 的 
SU Y nb 时 是 单 连通 的 。 这 时 要 用 同调 群 来 代替 ; 见 第 
8 章 。 
EA EXTR, HL 9:X->A 是 连续 映射 ， 满足 9 AS la 
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则 9 叫 作 从 X 到 4 的 一 个 收编 映射 。 用 这 个 术语 ， 上 面 的 证 明 贾 
旨 在 竹 指 出 圆 盘 不 能 收缩 映射 到 它 的 边界 圆周 上 去 。 收 缩 叶 射 前 
重要 性 质 是 它 请 导 了 基本 群 的 满 同 态 。 《证 明 如 前 ， 只 不 过 将 D 
与 C 分 别 换 为 与 4， 点 P 则 取 作 4 的 一 点 。) 

习 题 

称 空间 兴 共有 不 动 点 性 质 ， 假 如 X 到 自身 的 任何 连续 映射 有 
不 动 点 ， 

33. 下列 空间 中 的 哪 一 些 具 有 不 动 点 性 质 ? (a) 2- 维 球面 ， 
(b) 环 面 ; (o) 单位 圆 盘 的 内 部 (d) 磁 在 一 点 的 两 个 圆周 。 

34， 设 羡 与 Y 具 有 相同 的 同 伦 型 ,并且 关 具 有 不 动 点 性 质 ,Y 
RES ARR 若 必 到 子 空 间 4 有 收缩 映射 ， 现 4 有 具有 不 
BA, X 4&5 43 Ui? 

. 证 明 若 兴 有 具 有 不 动 点 性 质 ， 并 且 X 有 收缩 号 射 到 子 空 间 
A, WA UA Cab UR, 导出 习题 29 中 “有 两 间 屋 的 房子 "具有 
不 动 SR 
.d | EA RGUERCEE SES fs, 没有 不 动 点 的 连 
"n" HEB]: 存在 正 数 <:， 使 得 对 于 空间 的 每 一 个 点 x*， 有 
dx, f(x)) t, | 

37. E" 中 的 单位 闭 球 体 8"， 除 去 点 0,0 ,0 后 是 否 具 
有 不 动 点 性 质 ? 

38. 证 明 X 与 Y 的 一 点 并 集 ( 即 两 个 空间 碰 在 一 点 ) 具有 不 动 
点 性 质 ， 当 而 且 仅 当头 与 ”都 具有 不 动 点 性 质 。 

39, 如 果 在 不 动 点 性 质 的 定义 中 把 “ 连 ACA "OU A FRUI, 
对 习题 33 与 37 有 什么 影响 ? 


5.6 平面 的 分 离 


我 们 说 空间 愉 的 子 集 4 分 离 X， 假 如 X 一 4 共有 比 一 个 多 
的 连通 分 支 。 在 这 一 节 ， 我 们 要 证 明 两 个 关于 平面 的 分 高 定理; 
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(5.200 定理 若 7 了 为 天 :内 同 胚 于 圆周 的 子 空 间 ， 则 了 分 高 
E?, 

(5.20 定理 AX AG E ARRETARA [0,1] 的 子 空间 ， 
MARTDA E*, 

同 胚 于 圆周 的 子 空 间 J c E? 通常 呈 作 Jordan hik, 或 简单 
闭 曲线 。 同 胚 于 [0,1] k PÆRE 作 弧 。 者 JCDE? 是 Jordan h 
ik, M E? 一 了 (如 则 人 们 所 期 望 ) 有 恰好 两 个 连通 分 支 ， 一 全 有 田 
的 ,一 个 无 四 的 ,而 了 是 它们 的 公共 边界 。 这 就 是 著名 的 Jordant 
线 定理 , 关于 它 的 详细 讨论 可 以 参照 Munkres[101 与 Wall [12]. 
这 里 我 们 将 满足 于 定理 (5.20) 的 较 弱 的 结论 ， 不 过 在 习题 中 对 于 
上 由 直线 段 拼 成 的 曲线 给 出 较 强 的 结果 。 

定理 (5.20) 的 证 明 将 EE? 等 同 于 ?内 由 方程 z= 二 0 所 决定 
WFE, fF HH SRR EE 内 的 单位 球面 ih AM E aj S? 
一 {(0,0,1)} 的 一 个 同 胚 ,选择 一 点 p € h UD, H 且 选 定 一 个 同 胚 
k E 5?— {p}. 

ig L—k(4U)-ipD, MLA E AARETE R 一 个 
HE. 我们 想像 上 是 平面 内 一 条 两 端 促 向 无 窃 的 曲线 (图 5 .14)。 
不 难 验 证 忆 : 一 J，S? 一 hh( 站 ， 以 及 瑟 : 一 上 都 具有 相同 数目 的 连通 
分 支 。 我 们 将 证 了 明 :一 上 不 连通 而 完成 定理 (5.20) 的 证 明 人 DD 。 


《0,0,1) 


=» Xx 


.图 5.14 
© 这 里 用 了 Doyle 524] 的 一 个 论证 。 
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RE 在 ?一 工 连 通 ， 我 们 来 引出 一 个 第 盾 , 工 在 E: 办 是 闭 集 ， 
加 此 按 定 理 (3 .30) 歼 ?一 了 是 道路 连通 的 。 今 如 4， 呈 -分 别 表示 
由 z>0,2<0 所 确定 E? 办 的 开 全 空间 ， 寺 且 置 


U=H4U { (x,y, 2) | (x,y) EE—L,—1<2<0), 
V=H_U { (x,y, z) | (x,y) € E*- L, 0&2z<1}. 
RUUV-—ES—L, m UNV AEF (E*—L)x(—1, D, ARE 
DiE EE, KU 与 了 都 是 单 连 通 的 ， 因 为 任何 环 道 可 以 
铅 直 地 推 大 五 + 或 者 日 -， 然 后 再 形变 为 一 点 。 于 是 定理 (5.12) 
HRR E-L 为 单 连通 。 为 了 能 引出 一 个 了 矛盾， 从 而 完成 定 

理 (5.20) 的 证 明 ， 我 们 将 用 下 面 的 引 理 ， 
(5.22 5]38 — P EE) h:E*— ES, 4849 h(L) 为 z-55. 
一 且 证 明了 这 个 引 理 ， 就 可 引出 矛盾 如 下 : 按 引 mm, EL 
HEFE Cz 4D. ， 后 者 又 同 伦 等 价 于 E- (0). A 
n ( 巨 3 一 了 ) =n, (2 一 {0}) =Z, 
这 与 上 面 所 作 的 计算 矛盾 。 
引 理 (5.22) 的 证 明 — xEXE — P IIIS f:L— E!, $E JE E? 的 
子 集 
Lio, fx, 0)) | x, ELY, 


这 是 E* 内 的 一 个 闭 集 ， z 

Ht H.E — AREF 

L“ 上 方 " 的 曲线 ， 它 与 

每 张 水 平平 面 恰好 交 于 | 

一 点 。 证 明 的 思想 是 先 i a 

将 民 的 点 铝 直 地 挪动 到 S | E 
L,, a Lik 在 地 t: | 
推动 使 之 到 达 z- d CES] 

5.152 。 B 5.15 
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然而 我 们 必需 用 一 个 在 整个 ES Log X SIRO 1E SIX — 
点 。 用 Tietze 扩张 定理 (2.15) 将 f: L— E! 扩张 为 连续 上 映射 9: E? 
—E!, 并 按照 

Rh Qo y, z) = (X,Y, z rg C, 90) 
定义 h EES, Wi h, Elm, FEH h,0o—L,Q 4 
ha (x, Y, D = (x f iz) Y F2), 

其 中 7G) FE) y) 是 六 1(z) f£ E? 内 的 坐标 。 于 是 hs 也 是 
IER. FE hs(L1) A zih RE, EX h=h oh. M h AEE, 
HER) 是 z f, 满足 我 们 的 要 求 。 这 就 完成 了 定理 (5.20) 的 证 
明 。 、 

定理 (5.21) 的 证 明 设 车! 一 4 的 连通 分 支 不 下 一 个 。 由 于 
AEG, AMERRE, E*— AC ME — (9 — ICA 3EGLAE XX. dX 
KA E-A- HE IER A E. XEBUCC AP EAE EL ER 2305 
OWneHS I EED, (ESRAUK 包含 于 DD 的 内 部 。 设 PEK，, RH ou 
r:D--(p)5' 为 治 着 联结 p 与 边界 圆周 S! 上 各 点 直线 而 作 的 收 
Hij., 

fzr|D—K:D—K-S!, 


考虑 h—-r|A:IA—S!'. hF AREF 06 11, 可 以 用 引 理 
(5.10) 提升 天 为 映射 h: A>R, HETO h =h, jk Hom; R— S! 
为 指数 映射 。 按 Tietze 扩张 引 理 ， 扩张 为 连续 映射 9 ‘AUK-> 
R, 分 


g=7o g :AU K—S!. 


我 们 的 意图 是 焊接 f 与 9 而 给 出 一 个 映射 fUg:D->S1, f 
与 9 确实 在 4 上 重合 一 致 ， 问题 只 在 于 IUS 是 mig. KRÆ 
间 开 子 集 的 连通 分 支 必 为 开 集 ， 因 此 天 是 开 集 。 于 是 万 一 天 ED 
的 闭 集 。 共 次 ， 上 的 闭 包 不 能 与 E£: 一 A 的 其 它 连通 分 支 相交 ， 因 
JE K CAUK, BEFASAJEDEPRUESE, WT AUK EDAH. 
RIGI, Ug: DS 连续 。 但 是 ，fU g(x) 二 f(x) 二 x, 对 于 
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一 切 XxES! 成 立 ， 换 多 话说 ，f U9 是 收缩 有 映射。 我 们 在 5.5 diu 
看 到 不 存在 从 圆 盘 到 它 的 边界 圆周 上 的 收缩 上 映射， 于 是 就 得 到 了 
矛盾 。 | 
习 HB 
(40, W ADS E" HERTE., WA E" — A 恰好 有 一 个 无 界 的 
连通 分 支 。 

41， 设 了 为 平面 内 由 线段 所 构成 的 Jordan 曲线 。 在 EE? 一 
的 无 界 分 支 内 选取 一 点 p ， 它 不 在 任何 由 了 内 线段 延长 而 得 的 直 
线 上 ,对 于 任 党 一 点 XEE? 一 J , 称 xX 在 J 以 内 (外 ) ,假如 连结 P 到 
x 的 线段 穿 过 丁 奇 ( 偶 ) 数 次 ， 证 明 7 了 恰好 有 两 个 连通 分 支 ， 即 在 
了 以 内 的 点 所 构成 的 集合 与 以 外 的 点 所 成 的 集合 。 

42. BJ] 为 平面 内 由 线段 所 构 成 的 Jordan dig, X25 J ff 
有 界 连 通 分 支 的 闭 包 。 证 明 : 延长 了 的 各 个 边 可 以 将 天 分 制 成 若 
干 个 凸 域 ， 然 后 将 这 些 区 域 交 分 成 注 角 形 。 关 于 三 角形 的 数目 作 
归纳 而 证 明光 Fl SP RUE. 

43. 作 了 习题 42 之 后 ， 证 明 存 在 平面 的 自 同 虾 将 本 映 为 单位 
圆周 。 (这 是 关于 由 线段 组 成 的 Jordan 曲线 的 Sehönflies En. 
这 个 定理 对 于 一 般 Jordan 曲线 都 成 立 ， 但 证 明 起 来 难得 多 。 

44, 车 全 为 平面 上 的 Jordan 曲线 ,用 定理 (5.21)? 证 Hj E 
的 任何 连通 分 支 的 边界 是 J 

45. 举例 说 明 平 面 上 有 那样 的 子 集 ， 它 与 圆周 有 相同 的 同 伦 
型 ， 将 平面 分 离 成 两 个 连通 分 支 ， 但 不 是 这 两 个 连通 分 支 之 中 任 
何 一 个 的 边界 。 

46. 在 环 面 与 射影 平面 上 举 出 简单 闸 曲 线 分 离 盟 面 的 例子 ， 
以 及 不 分 离 曲 面 的 例子 。 

47. VE XS 7E ETRIBE-T IRL AER T-zRIRI. W E G.21) H9 
eh 

i8. M XBDENOUSMUERUEN. EIEREN OC Sag 
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以 提升 为 连续 映射 f LX—R GARAR, f 继 之 以 指数 映射 E 是 
ff)， 当 而 且 仅 当 诱 导 同 态 请 :7 (X)->7 (31) E0383. 


5.7 曲面 的 边界 


所 谓 曲 面 就 是 一 个 Hausdorff 空间 3 ， 它 的 每 一 点 有 邻 域 ， 
或 者 同 昧 于 上 £2， 或 者 同 胚 于 闭 的 秆 空间 £4 (图 5.16) 。 SHAR 
由 所 有 那 种 点 构成 ， 它 们 具有 同 胚 于 万: 的 邻 域 。 若 点 xCSHA 
域 U， 以 及 同 胚 1:E?->U， 使 得 100) 二 x， 则 x 上 是 作 S 的 边界 
Bo 将 体 边界 点 构成 S 的 边界 。 


图 5.16 


这 些 定义 符合 通常 直观 上 理解 的 曲面 * 内 部 ”与 “边界 ”。 但 我 
们 必需 检验 同一 个 点 不 能 钳 在 内 部 ， 又 在 边界 上 。 
(5.23) 定理 曲面 前 内 部 与 边界 不 相交 ， 
证 明 车 定 理 不 自 ， 将 引出 矛盾 。 设 若 zx 旗 在 S 的 内 部 ， 又 
在 边界 上 。 这 表示 可 以 找到 xx 在 S 内 的 邻 域 J ,YY ,以 及 同 征 
f:E} >U, 
g:E?—V 
满足 1(0) 二 9(0) 二 x。 选 取 以 原点 为 中 心 ， 这 分 小 的 征 圆 盘 DS 
E?, h / (DO CV. A 
$—g73f:D,-—E?, 
BUT f 5g dle, (D1) 必然 是 0 在 玖 ?内 的 邻 域 。 选 取 
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BRAA O, Zah É N A DSE, & a DQ-ó(Do. 以 
9D, 记 D: R3 RESI, He rE — (0)—0D, 为 向 径 投 影 。 用 
RARE, D. EOSR, EHE yc E*—(0), Wr» 
—Rüo/l|yD. rfE6(QD)0—10) 上 的 限制 是 由 (D, 一 {0} 8[ 0D, 
的 收缩 映射 ， 因 此 ， 应 当 请 导 x1($ (D1) 一 {0}) 3]7,(0D, $53 
Bé. B 四 (D) 一 {0} (通过 dO ATF DD 一 {0}， 而 容易 看 进 后 
者 是 可 缩 的 。 因 此 ,71($ (D) — (0D Ó7R JURE m a Do 则 是 无 
穹 特 环 群 。 这 就 得 到 了 矛盾 . 

(5.240 定理 H &:5,— 8, Xp pA dj d 2 iR 45 E] gm. m] RE de, 
S85 P3 4p RAS 9,45 P4, de S, 的 边界 映 为 S, 的 边界 。 

证 明 车 x 位 于 Si 的 内 部 ， 我 们 可 以 找到 x 在 5S, 内 的 邻 域 
U, VARIES f:E2->U。 由 于 有 是 同 E, aU) 是 h(x) dE S, 内 
的 邻 域 ， 并 且 采 :E?->h(U) Mu]. MAT h(x) 位 于 Ss 的 内 部 ， 
RINER T hik S, 的 内 部 到 S, 的 办 部 。 同 样 的 论证 可 以 用 于 
hoi, Wie, hils AA RW Sa AAR. BEA REWA 
WAPI, 天 也 必然 把 S, 的 边界 映 满 S。 的 边界 。 这 就 完成 了 
证 明 。 

(5.250 3& 同 三 前 曲面 具有 同 用 前 边界 。 

(5.2600 9& MEHS Möbius 带 不 同 胚 。 


J a 
49. 用 类 似 于 定理 (5.23) 的 论证 ， 证明 E? 与 53 不同 胚 。 


50， 用 本 节 的 内 容 证 明 第 1 章 习 题 24 中 的 空间 X 与 Y 不 同 
Bs. 
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6. $ zh i4 


6.1 空间 的 单纯 副 分 


把 全 体 拓 扑 空间 作为 我 们 讨论 的 对 象 未 旭 过 于 广泛 。 在 前 几 

章 我 们 便 经 看 到 怎样 建立 拓扑 空间 与 连续 映射 的 抽象 理论 ， 井 且 

证 明了 许多 重要 结果 。 但 是 ， 在 这 样 广泛 的 基础 上 进行 工作 ， 立 

列 就 会 磁 到 两 类 困难 ,一 方面 , 当 人 和 们 试图 证 明 具 体 的 几何 结果 ， 

比如 像 曲面 的 拓扑 分 类 ， 曲 面 的 纯 拓 扑 结构 (局 部 欧 氏 的 ) 不 能 提 

供 允 少 便于 着 手 的 依据 ， 另 一 方面 ， 虽 然 能 对 很 一 般 的 拓扑 空间 

定义 代数 的 不 变量 ， 诸 如 基本 群 ， 但 是 ， 除 非 我 们 能 对 足够 广泛 

的 一 类 宏 间 对 这 些 不 变量 进行 计算 ， 它 们 的 用 处 仍然 显 不 出 来 ， 

但 如 果 空 间 可 由 一 小 块 、 一 小 块 我 们 所 邹 识 的 空间 很 好 地 拼 次 起 

来 而 构成 ， 即 空间 是 所 谓 可 单纯 副 分 前 空间 ， 这 两 个 问题 都 能 得 

到 有 效 的 处 理 。 

图 6.1 显 示 我 

们 所 指 的 是 什么 

LL 样 的 结构 。 从 四 面 

mus 体 表面 到 球面 的 一 

~ 个 同 胚 给 出 了 球面 

的 一 种 剖 分 ， 把 球 

B 6.1 面 分 成 四 个 三 角 

形 ， 三 角形 沿 着 各 自 的 边 与 另外 的 三 角形 相 联 。 作 为 第 二 个 例 

子 ， 将 一 个 长 条 分 画 成 三 角形 ， 然 后 将 长 条 扭转 中 周 ， 两 端 粘 合 

《图 6.2)， 得 到 一 个 Mébius 带 ， 原来 在 长 条 上 画 出 的 各 三 角形 
构成 Möbius 带 的 一 种 “三 A dl". 
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球面 与 Msbius 带 都 是 曲面 。 
它们 都 是 二 维 的 ， 因 此 可 以 用 三 
角形 来 拼 出 它们 的 模型 ， 对 于 高 
维 空间 ， 就 需要 相当 于 二 维 三 角 
形 这 样 的 高 维 砖 块 来 彻 成 我 们 的 
建筑 物 。 | 

IF vo, Ui, Ve 39n- HEBR KC TARET O uni k A 
空间 E" A 的 点 ， 这 些 点 所 张 
成 的 超 平 面 由 所 有 的 那 种 点 构成 ， 它 们 可 以 写 为 线性 组 合 Agno 
Wite tAk, E A 为 实数 ， 并 且 u 之 和 等 于 1 。 这 些 点 
称 为 处 于 一 般 位 置 ， 假 如 它们 的 任何 鞭子 集 所 张 开 的 是 一 张 维 数 
较 低 的 超 平面 。 不 难 验证 ， 如 果 我 们 把 E"CGE 作 向 量 空间 ， 则 这 
个 条 件 等 价 于 说 向 量 0, — 9o, Uo — V, ,vk 一 v0 线性 无 关 ， 

对 于 任意 十 1 个 处 于 一 般 位 证 的 点 oo ,… e BAEN 
的 最 小 凸 集 叶 作 一 个 有 R- 维 单纯 形 ( 或 有 -单纯 形 》。。 点 e ion, 
叫 作 这 个 单纯 形 的 顶点 。 我 们 提醒 读者 ， 一 点 * 落 在 包含 点 vo， 
vote 的 最 小 凸 集 肉 ， 当 而 且 仅 当 它 可 以 写成 线性 组 合 

X= Apot AU, HP tt HF Ag, 

其 中 A; WIERE FER. atA te BARI. HUEUEIKISIJLAS 
维 数 就 知道 : 


Uk 


0 -单纯 形 二 点 *y 


1-J&f = WEE e—a, 


2 -单纯 形 一 三 角形 


3 -单纯 形 一 四 面体 
b Vo Vs 
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很 自然 地 ， 单 纯 形 有 它 的 ' 面 *。 若 4 与 妃 为 单纯 形 ， 莽 且 若 吾 的 
顶点 集合 是 4 的 顶点 集合 的 子 集 ， 则 说 8 是 A 的 一 个 面 ， 记 作 
B«A, 所谓 单 纯 形 “ 很 好 的 ” 拼 在 一 起 ， 现 在 可 以 精确 地 说 成 
是 : 如 果 两 个 单纯 形 相交 , 则 它们 的 公共 部 分 是 一 个 公共 面 (图 
6.3». ZEJBIULIEAE REIR £ERU TERR, (Eure SLT YE 3E UC EK 2 TR] 
里 很 好 的 拼合 起 来 的 一 组 有 限 多 个 单纯 形 。 现 在 把 这 个 想法 再 稍 
微 详 细 些 陈述 出 来 。 

CDEL ARAE K) E? 内 的 一 组 有 限 多 个 单纯 形 呀 作 
一 个 章 纯 复 形 ， 候 如 只 要 某 个 单纯 形 属 于 这 个 组 ， 它 前 每 个 面孔 
镶 于 这 个 组 ， 和 并且 如 果 组 内 前 两 个 单纯 形 相 交 ， 则 公共 部 分 是 一 
TARS, 


很 好 地 拼 起 来 的 单纯 形 不 允许 的 相交 


图 6.3 


我 们 将 用 KK ,上 等 字母 来 记 单 纯 复 形 ， 把 X,Y 保留 给 拓 提 空 
间 用 。 构 成 某 一 特定 复 形 (我 们 常 把 单纯 二 字 略 去 ) 的 单纯 形 的 莽 
集 是 欧 氏 空间 的 子 集 ， 因 此 可 以 给 以 子 空间 拓扑 而 成 为 拓 dicm 
间 ， 一 个 复 形 玉 按 这 种 方式 看 作 一 个 拓扑 宏 间 时 叶 作 一 个 多 面 
fk, HEIKI 

CEDEX ”拓扑 空间 天 的 一 个 单纯 剖 分 由 一 个 单纯 复 形 天 
5 —4 Fh: |K | 一 XX 二 者 共同 组 成 ， 

回 到 我 们 的 第 一 个 例子 ，X 为 球面 ， 无 由 四 面体 表面 上 的 那 
些 单纯 形 组 成 而且， 如果 四 面体 像 图 1.8 那样 位 于 球面 内 部 ， 
可 以 取 作 向 径 投 影 。 
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要 求 空间 可 单纯 前 分 当然 是 一 个 很 强 的 要 求 。 单纯 复 形 由 在 
一 个 欧 开 空间 内 的 有 限 多 个 单纯 形 构 成 ， 因 此 它 的 多 面体 [1 有 
许多 可 喜 的 特性 ， 例 如 , 它 将 是 紧 致 的 ,并 且 是 度量 空间 。 因 此 ， 
一 个 拓扑 空间 必需 具有 这 些 性 质 才 有 可 能 是 可 章 分 的 。 然 而 ， 很 
多 重要 的 空间 是 可 判 分 的 ， 在 第 7 章 中 我 们 将 实质 性 地 用 到 这 样 

一 个 事实 ， 即 所 有 的 闭 曲 面 是 可 单纯 剖 分 的 。 

! AWAHI iEMÉ—BD. (E—f9 1) 2 RETURA TER 
ERE, WREEK ORRIRA AE h uxkdE. GE 
剖 分 应 当 看 作 是 帮助 证 明 某 个 特殊 的 结果 或 进行 其 类 计算 的 一 种 
辅助 工具 。 重 要 的 是 剖 分 的 存在 ， 至 于 用 的 是 哪 一 个 单纯 剖 分 往 
往 无 关 紧 票 。 

环 面 单纯 剖 分 的 一 个 模型 在 
图 6.4 中 给 出 。 将 长 方形 的 边 按 
RRETA AEH E A 的 
一 个 单纯 复 形 ， 它 的 多 面体 同 
IT iB. 

按 定义 ， 一 个 单纯 复 形 总 
是 由 包含 于 某 欧 氏 窗 间 E” 内 的 单纯 形 拼 成 的 。 如 果 要 强调 欧 乓 
罕 间 的 地 位 我 们 说 是 5” 里 的 复 形 。 (我 们 再 强调 一 下 ， 天 是 
一 组 单纯 形 而 不 是 一 个 点 集 。)? 将 己 " 看 作 EU! 中 最 后 一 个 坐标 
为 0 的 点 所 构成 的 子 空间 。 可 以 按 下 述 方 式 在 EUU 内 造 出 一 个 
AECK, WU fEK EBR. a v don EH 950,0, 7,0, D. 
车 4 为 E" AA Yot Ve 为 顶点 的 -单纯 形 ， 则 点 Vo Vie 
vet 处 于 一 般 位 置 ， 从 而 确定 了 E N — ^4 kA 
形 。 这 个 (K+1)- 单 纯 形 吓 作 4 到 “的 联结 体 。 锥 形 CK 由 天 的 
音 纯 形 ， 这 些 单 纯 形 到 ， 的 联结 体 ， 以 及 0- 单 纯 形 ! 本 身 共 同 组 
成 。 不 难 验证 ， 这 一 组 单纯 形 很 好 地 拼 在 一 起 构成 一 个 单纯 复 


”具有 唯一 单纯 害 分 的 空间 涂 了 单独 一 点 的 空间 之 外 ， 不 再 有 别 的 ， 
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X. CK wid WORK A vB. "am Wk Ery 
的 一 个 点 集 是 ”与 [站 | 中 各 点 的 联结 线段 的 并 集 ( 图 6.5)。 在 第 
4 齐 ， 我 们 便 定义 任意 拓扑 空间 X ERSTER CX。 这 两 个 概念 在 
下 述 意 义 之 下 重合 一 致 ， 即 
|CK| 与 CIK| 是 同 胚 的 拓扑 

空间 ( 见 引 理 (4 5)5. 
锥 形 构造 使 得 我 们 容易 


4 得 到 射影 平面 P 的 单纯 着 
EN f. FIBLP 可 以 从 将 一 个 
Möbius 带 与 一 个 圆 盘 的 边 
界 圆周 用 同 胚 粘 合 而 得 到 。 
现在 我 们 已 经 用 E 内 的 一 个 单纯 复 形 前 分 了 M6bius 带 ， 如 同 图 
6.2 画 的 那样 。 兮 上 为 无 中 的 那些 单纯 形 ， 它们 构成 MM 的 边界 的 
一 个 单纯 章 分 ， 即 在 我 们 的 图 上 构成 及 的 边 楼 的 那 十 九 个 1- 单 纯 
形 与 十 九 个 顶点 。 则 KU CL 是 E* 内 的 一 个 复 形 ， 它 的 多 面体 
局 胚 于 射影 平面 ， 这 是 因为 | 天 | 同 胚 于 M 而 |CL| 除 开 一 个 同 有 
以 外 ， 是 一 个 以 圆周 为 底 的 锥 形 ， 即 一 个 圆 盘 ， 如 上 所 定义 的 蕊 
是 子 复 形 的 一 例 ， 即 它 是 复 形 K 的 一 个 子 组 ， 而 这 一 组 单纯 形 本 
身 构成 一 个 复 形 。 
定义 复 形 X 上 的 锥 形 时 ， 需 要 任意 选 一 点 作为 锥 形 的 顶点 ， 
我 们 选 了 E? 外 的 一 点 以 保证 无 内 任何 单纯 形 项 点 集合 加 上 这 一 
点 之 后 得 到 一 组 处 于 一 般 位 置 的 点 ， 但 是 为 什么 选取 v? 为 什么 
不 选取 EE 内 其 它 的 点 ? 另 一 种 选取 将 得 出 "HH 内 另 一 
组 单纯 形 ， 但 这 一 组 单纯 形 之 间 相 交 的 关系 与 CK 内 单纯 形 的 相 
交 关 条 完 双 类 似 ， 这 就 自然 地 引导 到 两 个 复 形 同 构 的 概念 ， 设 K 
与 了 为 复 形 ， 不 一 定 在 同一 个 欧 氏 空间 内 。 它 们 称 为 是 同 构 的 ， 
假如 有 一 个 一 对 一 满 映 射 $ 把 KK 的 顶点 集合 映 为 工 的 顶点 集 合 ， 
使 得 ts en ,vs 构成 K 中 菜 个 单纯 形 的 顶点 ， 当 而 且 仅 当 vi 
dv, t do, 是 工 中 一 个 单纯 形 的 顶点 。 复 形 的 同 构 概念 与 这些 
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复 形 所 在 的 特殊 欧 氏 空间 ， 或 它们 的 多 面体 怎样 嵌入 这 些 欧 氏 空 
间 都 毫 不 相干 。 只 不 过 说 明美 与 工 在 各 个 维 数 有 相同 数目 的 单纯 
形 ， 工 且 这 些 单纯 形 呈 现 相 同 的 相 灾 关系 。 有 关 同 构 复 形 最 重要 
的 一 件 事 就 是 它们 有 同 胚 揭 多 面体 。 试 证 明 这 一 点 。《 映 射 中 只 
在 天 的 项 点 上 定义 ; 试 将 它 * 线 性 地 ?扩张 到 天 的 每 个 单纯 形 上 而 
造 出 从 |K | 到 | 工 | 的 一 个 同 有 厌 。 我 们 将 在 6.3 节 给 出 这 个 构造 的 
细节 。) vwe EH E", W KA ov pikit 5 K pw Bux 
HERAA BST WEBBMXMBB. vxiwo, W 
Ies EMATE EHE” 内 的 选择 实际 上 没有 影响 。 

再 提出 关于 单纯 复 形 将 来 要 用 的 一 两 点 可 注意 之 处 以 结束 本 
T. AA E” SEL ve viu rmt 为 顶点 的 单纯 形 。 定 义 A 的 内 
BB A PEE ER x BEES x 可 写 为 

L= Ao FÅ H t FARU 


k 
KPDS, HARRER. ERN ken 时 ， 这 个 概念 与 


内 部 的 拓扑 定 闵 一 致 ， 但 二 n 时 则 不 然 。 

(6.3 5|]328 iK X E" 内 的 单纯 复 形 。 

a) |K | X E" PORE E, Am | KIC SUE BS 

(b) [K | d$d- — 5 T K 的 瞧 一 前 一 个 单纯 形 的 内 部 ; 

(c) 如 果 把 于 前 单纯 形 都 分 开 来 单独 地 看 而 取 并 集 ， 扰 后 取 
Ae). REP EEIKI 

(d) 若 | 玉 | 是 连通 空间 ， 则 它 是 道路 连通 前 。 

证 明天 的 每 个 单纯 形 是 有 界 财 集 。 由 于 天 有 限 ， 结 论 (a) 
立即 得 到 。 

至 于 (b)， 设 4 与 妃 是 天 中 的 单纯 形 ,它们 的 内 部 相交 。 由 于 
天 是 复 形 ，A4 与 也 必需 充 于 一 个 公共 面 。 但 是 一 个 单纯 形 含 有 闪 
部 点 的 面 只 可 能 是 这 个 单纯 形 本 身 。 因 此 4= 卫 。 

关于 Cc)， 我 们 注意 K 的 单纯 形 弃 然 是 "内 的 闭 集 ， 也 就 
EIK FARE., 因此， 车 C 是 | | 的 子 集 ， 并 且 对 于 K 的 任意 
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单纯 形 4，C 站 A 是 A 内 的 闭 集 ， 则 C 站 A 必定 在 1K | 内 为 阳 集 。. 
因此 ,有 限 并 C= 二 UIC 人 阁 A|14AEK} 是 |k | 的 闭 集 ， 由 此 ，| | 
的 了 闭 集 恰好 就 是 那些 与 K 的 每 个 单纯 形 交 于 堵 集 的 集合 。 换 名 话 
B, PK BACH dnd. 

Ri AFE), iK | 是 连通 的 。 给 了 xE ] 天 1， 今 工 表示 
HK 的 不 含有 zx 的 所 有 单纯 形 所 构成 的 子 复 形 ， 着 且 设 s 为 到 
| LIBER., E 6<s， 则 BCx,6) 1| K] 是 道路 连通 的 ， 因 为 这 
个 集合 内 的 任意 一 点 可 以 在 的 某 个 单纯 形 内 与 x 用 直线 相连 。 
这 表示 说 |& | 是 一 个 局 部 道路 连通 空间 ， 于 是 可 模仿 定理 (3.30) 
的 证 明 导 出 | 上 | 的 道路 连通 性 。 

习 题 

1, BAHE, Klein B 55309 B3 iir. 

2, 杯 全 引 理 C6.3) 的 证 明 。 

3. 车 | | 为 连通 窗 间 ， 证 明天 的 任意 两 个 顶点 可 用 一 条 那 
样 的 道路 相连 结 ， 它 的 像 由 下 的 一 组 顶点 与 酚 构 成。 

4. 验证 |CK| 与 CIK| 是 同 胚 的 空间 。 

5. 车 区 与 是 可 剂 分 空间 ， 证 明基 XY 了 起 可 单纯 着 分 。 

6, 车 于 与 也是 天 "内 BERI, uEBIIKIOLLIE—AT m 


7. HEB] S" 与 P" 都 是 可 单纯 前 分 的 。 
8. ER RESIDA AMA, (H "WEG C 
5.10» 则 不 可 。 


6.2 重心 重 分 


设 天 为 E" 内 的 单纯 复 形 。 这 一 节 中 我 们 将 并 述 一 种 构 造 ， 
使 得 K 的 单纯 形 分成 更 小 的 单纯 形 而 形 成 一 个 新 的 单纯 复 形 C, 
但 是 Ka: 与 天 有 同一 个 多 面体 。 

这 个 手续 叫 作 “重心 重 分 ”。 堵 4 是 K 的 一 个 单纯 形 ， 以 
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Ug ,U, ,*** Ug 为 项 点， 则 及 的 每 点 x 可 唯一 地 写成 
X= AW t AU, t ARV, 
Jb Macs 并 且 所 有 的 Ai 是 非 负 的 。 这 些 数 4 UL 作 点 x 的 
重心 坐标 ， 4 的 重心 则 是 
^ 1 
A-—7kY 
要 造 出 K, EIK RMR —BUYEK 的 每 个 单纯 形 的 
重心 处 增设 顶点 。 然 后 ， 从 低 维 到 元 维 逐 步 将 五 的 每 个 单纯 形 避 
成 以 在 这 个 单纯 形 重心 处 新 添 的 顶点 为 尖顶 的 锥 形 。 图 6.6 显示 
了 这 个 手续 。 


(bU, ee tUr). 


Ki 


H 6.6 


Ad XSU HEX K, BRATA K Bm. KU 
顶点 就 是 的 单纯 形 的 重心 (这 包括 了 K 原来 的 一 切 顶点， 因为 
0- 单 纯 形 是 它 自 己 的 重心 )。 一 组 这 样 的 重心 A46,41,…, Ak 确 
E K 的 一 个 大 单纯 形 ， 当 而 且 仅 当 

Aso Aon L my Asa» 
Jio 是 整数 组 0,1,2,… “ 关 的 一 个 置换 。 例如 ， 上 图 内 的 重心 
A.B, C 确定 K! 的 一 个 2- 单 纯 形 ， 回 过 头 来 在 下 中 我 们 见 到 
CIBA, ERE 

Aoo Aan Le Asa» 


MIETI, DA ec EA d -o 所 张 开 的 超 平 面 
E., Alb, Acu’ 和 oa) 处 于 一 lr 


二 
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单纯 复 形 天 的 维 数 是 它 所 含 单纯 形 的 最 大 维 数 ， 天 的 网 距 
ACEK) 是 它 所 含 单 纯 形 的 最 大 直径 。 

(6.4) 引 理 ”上述 的 单纯 形 集 合 构成 一 个 单纯 复 形 , 记 作 KI, 
叫 作 K 的 第 一 次 重心 重 分 。K!1 具 有 下 列 性 质 : 

(a) K! 的 每 个 单纯 形 包 合 相 的 一 个 单线 形 内 ， 

Œœ IK1|—|K1; 

(ce) KRAAN, m] 


KKD e i AK). 


证 明 Eo 为 CO 的 单纯 形 , 不 妨 把 它 的 顶点 记 作 训 ,人 ，… 
Ân Xm Ai MFK, BALAL <An Kie, RROA 
在 Ar 内， 于 是 整个 o 在 Ar 内 。 这 就 证 明了 性 质 (a)。 注 意 c 的 
任何 面 属 于 天 !， 因 此 要 证 明 五 ! 是 单纯 复 形 ， 只 需 验 证 它 的 单纯 
形 很 好 地 拼 在 一 起 。 

我 们 将 关于 天 的 单纯 形 个 数 作 归纳 法 来 证 明 K! ERE, dE 
且 满 足 1K!| 二 1K |。 归 纳 起 始 于 KK 只 含有 一 个 顶点 的 情形 ， 这 时 
命题 成 立 是 显然 的 。 设 所 要 证 的 结果 对 一 切 含有 少 于 mm 个 单纯 形 
oA EB ANGE. HK E m AMARA. EK 
内 取 一 个 具有 最 高 维 数 的 单纯 形 4， 将 4 从 天 内 除去 得 到 一 个 复 

过。 则 工 共有 和 一 工 个 单纯 形 ， 它 的 多 面体 是 从 | 天 | 除去 4 的 
内 部 而 得 的 拓扑 空间 。 HERBIE, DUERME, AE IDIS 
ILI. 我们 需要 考虑 KE 内 不 属于 L' 的 单纯 形 。 设 0 是 这 样 一 个 
单纯 形 (不 等 干 信 )， 将 的 顶点 命名 为 A, 人 p Au A sm 
AAL RARE A, Dis As A, e „Âr -确定 0 AHAT, 
EL MAX. #ETt=0 站 |L|。 因 此 ， 如 果 o 5L 
一 个 单纯 形 相 交 ,必定 交 于 的 一 个 面 ,由 此 也 是 交 于 o 自己 的 一 
个 面 ， 设 0 是 KL 的 另 一 个 单纯 形 〈 也 不 是 顶点 4) , 工 且 如 
前 定义 **。 则 车 z ET 相交 ， 必 交 于 公共 面 ( 因 为 L! 是 一 个 复 
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形 )。 在 这 个 情形 , rnr’ 的 顶点 与 A 共同 决定 了 0 与 90' 的 一 个 公 
AE, EARN., Er 5 r 不 相交 , 则 o 与 0' 交 于 顶点 A， 
因此 K! 是 单纯 复 形 ， 

BLA IC 的 每 个 单纯 形 包含 于 K 的 一 个 单纯 形 ， 便 An LL 
1K 1， 我 们 来 证 反方 向 的 包含 关系 。 设 xE 1 |， 并 且 设 A 为 包 
含 * 于 内 部 的 部 个 叭 一 的 单纯 形 。 若 x= 全， 则 当然 xc UL. 
若 不 然 , 连结 A 到 x 的 直线 ， 延 长 杞 到 与 4 的 一 个 面相 交 。 交 点 
设 为 y。 则 y ELLIS IERE y Er, tiè LIGA IAE, 
z 的 至 体 顶 点 与 4 共同 确定 KK! 的 一 个 包含 x 的 单纯 形 。 由 此 xE€ 
1K!|， 我 们 于 是 证 明了 |K!| 二 |K |， 这 就 是 性 质 (b)。 

剩 下 只 需 验证 性 质 (e)。 首 先 应 看 到 一 个 单 绩 形 的 直径 就 是 
它 的 最 长 楼 的 长 度 。 设 K'NDLA S BATUR — RR dE 
设 下 一 4。 则 包含 于 4。 设 4 是 下 维 的 ， 则 有 


因此 


(KD aC, 


归纳 地 定义 天 的 第 普 次 重心 
BK" 后 "二 (天 ”11 图 6.7 
显示 当天 由 一 个 2 维 单 纯 形 以 及 
它 所 有 的 面 组 成 时 的 K. 引 理 
(6.4 B ER CO) He idR, Hm 
取 的 相当 大 时 ，K" 里 单 纯 形 的 
直径 可 任意 小 。 
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3 E 


9. FR- HUE EELE ENBERE. 

10. iXG | K|Wr AER. 证 明 存 在 重心 重 分 上 '"， 使 得 对 
FK 的 任意 顶点 50 存在 他 内 的 开 集 U0， 它 包含 "里 所 有 的 以 
4 为 一 个 顶点 的 单纯 形 。 

11。 ELXEKEFPEX. NIE 内 符合 下 列 要 求 的 一 组 
单纯 形 : 单纯 形 B 属 于 N， 假 如 可 以 找 到 ?的 一 个 单 纯 形 C， 
使 得 旦 与 C 的 预 点 共同 确定 天 ?的 一 个 单纯 形 。 证 明 人 凡是 天 "的 子 
复合 形 ， 并 且 TN| 是 |Z| 在 1K| 内 的 一 个 邻 域 。 

12. 利用 习题 11 的 构 千 证明， 车头 为 可 前 分 R Yx 
的 子 空间 ， 并 且 关 的 某 单纯 剂 分 的 子 复 形 给 出 工 的 一 个 单纯 剖 
分 ， 则 把 了 缩 为 一 点 而 从 针 得 到 的 宏 间 是 可 前 分 的 。 


6.3 单纯 通 近 


设 怀 ,Y 是 拓扑 空间 ,具有 单纯 剖 分 hk: 1 下 | 一 于 k: L| 了。 

则 任何 连续 映射 1:X->Y 自动 地 诱导 了 连续 映射 
Kfk: |K] >i Ll. 

Z ii Hk AARE RARA ME nR RRA, "E 
ERARE ORA, RibARTGRHOÉ DIEN HESS. EA a 
298, Aint ATTA ERRER, RER A e e E 
Alp 3 cx ur ELA EE, RE ERA VE E E SEDE UL 
于 已 给 的 连续 映射 ， 使 得 它们 是 同 伦 的 ， 也 就 是 说 ， 单 纯 逼 近 可 
以 连续 地 形变 到 原来 的 连续 映射 。 

(68.5) 定义 ijt K EL 为 单纯 复合 形 。 映射 s:1K|->IL| 叫 
作 昔 纯 映 射 ， 假 如 它 把 尺 的 每 个 章 纯 形 线性 地 映 满 上 前 某 个 单线 
形 ， 

把 这 个 定义 详细 地 写 出 来 : 若 4 是 天 的 一 个 单纯 形 ， 我 们 要 
求 s(4) 是 工 的 一 个 单纯 形 ， REEERE, AA Aot, Uk 
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ATUR, HELE xE A WR x Ag AV rb Aum, er A JE 
fi f$tHA;—1, Mso 用 s( 有 4) 的 顶点 末 示 出 来 将 是 
S (x) =Aos (vo) HAs (w) + HARS (04), 

注意 s (4) 的 维 数 可 能 低 于 A( 我 们 不 要求 s 是 一 对 一 的 )， 这 时 
S (09) ,* ,S (V) JR — 5E HE SR, 

很 清楚 ， 单 纯 上 映射 是 连续 前 ， 这 是 因为 两 个 单纯 形 之 间 的 线 
性 映射 是 连续 的 ， 再 利用 焊接 引 理 (4.6) 就 得 到 单 纯 映射 的 连续 
Tt. 

由 于 在 下 的 每 个 单纯 形 上 是 线性 的 ， 一 旦 我 们 知道 单纯 映射 
s 在 天 的 项 点 上 的 定义 ，。 就 完 至 确定 了 。 事 实 上 ， 如 果 从 的 
顶点 集合 到 工 的 顶点 集合 有 一 个 上 映射 s 具有 这样 的 性 质 ， 即 车 
Ug ,U, ,Vk 确定 上 的 一 个 单纯 形 ， 则 stv0) ,SC(01) ,… s QR 确定 
工 的 一 个 弟 纯 形 ， 则 s 可 以 线性 地 扩张 到 美的 每 个 单纯 形 上 ， 从 
而 给 出 一 个 单纯 映射 | 天 | -| 工 |。 特 别 ， 从 天 到 荆 的 一 个 同 构 按 
这 种 方式 扩张 为 的 多 面体 到 上 的 多 面体 的 一 个 单纯 同 胚 ，。 

设 f:|K| 一 1 是 多 面体 之 间 的 连续 上 映射。 对 于 点 xE | 天 |， 
点 f(x) 落 在 上 内 唯一 的 一 个 单纯 形 的 内 部 。 把 这 个 单 nb 形 吓 作 
f (x) 的 承载 形 .。 

CDEL 3-96 A AE s: | K| L E F: |K1->| 工 | 953 
纯 千 近 ， 假 吉 对 于 每 个 XE |K|,s GO) Af (X) 893 UU P. 

EEF s 单纯 地 有 逼近/ ， 则 s 与 了 同 伦 。 这 从 定义 可 以 间接 
推出 。 因 为 车 天 在 E* 内 ， 命 F:1K| x1->E* 为 按照 

F(x,t)=(1—t)s(x) +if (x) 

定义 的 直线 同 伦 。 对 于 任意 一 点 xE | 天 | ,我 们 知道 上 的 某 个 单纯 
ERAT s (xz) 5f G0 ,而 单纯 形 是 凸 集 ， 对 于 0 志 t 忆 1， 所 有 的 点 
(1 一 起 stx) 十 地 (xX) 必定 都 在 这 个 单 纯 形 内 。 因 此 ，F 的 像 在 IL! 
内 ，F 是 一 个 从 s 到 了 的 伦 移 . 

单纯 下 近 并 不 总 是 存在 ( 见 下 面 的 例 (6.8))。 但 是 ， 如 果 我 
IT SEEK 换 成 一 个 适当 的 重心 重 分 K"， 则 可 以 保证 单纯 逼近 
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存在 。 
(8,7) 单纯 温 近 定理 设 f:]K| 
， 一 | 上 | 为 多 面体 之 间 前 连续 映射 。 兰 
ro-a þf 吉 取 的 适当 大 则 f:|K"| 一 [|L| 有 音 


1 its: | K^ | 一 | 工 |。 
3 
K L iu K — L — 
. o (6.08) 3- IK|=|L]=[0, 


图 6.8 1], K1fr0,1/3,154b 8 顶点 ， 工 在 0， 
2/3,1 处 (图 6.8)。 设 已 给 的 连续 映射 iK lL 29 f(x) —x*, 
Wu FK| L REA RE. DA 为 E sK] | L| HR ntis 
近 了 上 ， 则 在 区 各 顶点 的 反 像 上 s 必需 与 了 一致， 即 s (0) 二 0,s(1) 
二 1。 但 s 是 单纯 映射 ， 所 以 必需 有 s(1/3) 二 2/3。 因 此 ，s 把 线 
段 [0,1/3] 线 性 地 上 映 满 [0,2/3]， 把 [1/3,1j 线 性 地 里 满 [2/3,11。 
现在 已 经 有 矛盾 ， 因 为 1(1/2) 的 承载 形 是 [0,2/3]， 而 这 个 区 间 
不 包含 s(1/2) 。 同 理 可 证 f: LC | i 


ILIRA AAEH. 但是，f: |K?|-> | eea] 
1 工 | 确 实 存 在 单纯 逼近 ,图 6.9 就 给 出 Rat 


Y—4. RE TRRH DS A EE HS e 线性 地 喘 为 [0, 也 |] 
近 ， 从 而 说 明 单 纯 逼 近 不 是 唯一 的 。 . 


定理 (6.7) 的 证 明 需 要 一 条 引 SD Lau. 
m. 设 K 是 一 个 复 形 ，v 为 的 一 个 
顶点 。v 在 K 中 的 开 星 形 是 以 为 项 。 all 
点 的 各 单纯 形 的 内 部 之 并 。 它 是 |K| B os 


gm cv K) 


B 6.10 
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的 一 个 开 子 集 ， 用 star (o, KO 3e id (6.10). 

(6.9) 引 理 单纯 复 形 前 顶点 Vo,V1,* ,Vk IRR K 4$ — 3 
线形 (也 就 是 说 ， 它 们 是 后 者 前 顶点 )， 当 而 且 仅 当 它 们 的 开 星 形 
之 交 非 空 。 

HERA $ Vont Ve 是 天 里 单纯 形 4 的 顶点 ， 则 4 的 整个 


; 
内 部 都 包含 于 star(v;, K), 0i. eZ, XC f lstar (9; , K), df 


设 4 为 x 的 承载 形 。 按 开 星 形 的 定义 ， 每 个 必需 是 4 的 一 个 
Iri. HHE, voQvQQt,U& 张 成 4 的 其 个 面 。 

定理 (6.7) 的 证 明 先 考 虑 定理 的 一 个 竺 别 情 形 ， 即 用 不 着 
把 的 单纯 形 分 裂 的 情形 。 假 定 对 于 的 每 个 顶点 4#， 可 以 找到 
LEDDA 满足 包含 关系 

f (star (u, K)) czstar (v, L), CK) 

定义 从 六 的 顶点 集合 到 荆 的 顶点 集合 的 一 个 映射 8s 按照 s (1) 二 
v, 9|38(6.9) 与 包含 关系 (#) 理 含 著 vt…uar 张 成 天 的 一 个 
单纯 形 ， 则 它们 的 像 s(uo) SQ) rns QU) SK EL B — Ae HEG 
形 。 因 此 ， 可 以 把 s 线性 地 扩张 到 美的 每 个 单纯 形 上 给 出 一 个 单 
纯 映 射 3: | 天 | 一 | 三 |。 这 个 映射 s 就 是 了 的 一 个 单 纯 逼近 。 因为 
对 于 | 开 | 的 任意 一 点 zx ， 兮 aolu ,ug 记 * 的 承载 形 的 顶点 ， 
Ju 


xE [istar (4, K). 
0 
因此 按 包 含 关 和 有 (水 ) 我 们 有 
fec (star (sui), L). 


FERKO E L pA LA s Q4) ,s Qu) , s (ur) 所 张 成 的 
单纯 形 为 它 的 面 ， 因 此 ， 必 定 包 含 点 s(z) 。 

为 了 证 明定 理 的 一 般 情形 ， 只 需 证 明 将 环 换 成 适当 的 重心 重 
分 六 ”可 以 使 包含 关系 ‘ 半 ) 成 立 。 工 各 顶点 的 开 星 形 构成 | 二 | 的 
一 个 开 复 盖 ， 由 于 廊 | -|] 连续， 这 些 开 集 在 了 之 下 BÉ 
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构成 |K| 的 一 个 开 复 盖 。 设 为 这 个 开 复 盖 的 Lebesgue 3k dK] 
是 紧 致 讼 量 空间 ， 所 以 可 用 Lebesgue j|g8 (3.1D), HER m $E 
分 大 使 得 AI( 之 6/2。 对 于 K^ 的 任意 一 个 Dau, CEKA 
qr EE ROBES), DE. 

star (u, K”) c f^! (star (v, L)) 
对 于 世 的 某 个 顶点 2 成立， 这 正 是 我 们 所 要 的 。 这 就 完成 了 证 
明 。 

单纯 逼近 定理 将 在 下 一 节 计 算 基 本 群 时 用 到 ， 示 将 在 第 8 X 
中 用 来 证 明 窑 间 的 所 调 同 调 群 是 拓扑 不 变 的 。 

习 题 

13, 用 单纯 逼近 定理 证 明 ?- 维 球面 ， 当 nl298 为 单 连通 
的 。 | 
14, d k«m,n, EB] A S* 3] 8S" 的 任何 连续 映射 是 零 伦 的 ; 
对 于 从 S* 到 S”"x5" 的 映射 情况 也 是 如 此 。 

15, 证 明 对 于 任何 mr ,从 |Ki 到 1L| 的 单纯 映射 SEA | KE" | 
到 |]L"] 的 单纯 映射 。 

16, GP s:[K"|-|L| Abos xc F:[ Kn] L|, t:|L"] 
->| M|% et HGB Jcg:|L*|--|M|, HE ts: |K"*"|-- | M| E 
gf: | K"*" |--41 M| s i 8 YT. 

17, 车 f:jK1->|Kj 是 单纯 映射 ,证 明 f 的 不 动 点 集合 是 KK! 
的 一 个 子 复 形 的 多 面体 ,但 不 一 定 是 上 的 子 复 形 所 对 应 的 多 面体 。 

18. 用 单纯 逼近 定理 证 明 从 一 个 多 面体 到 另 一 个 多 面体 的 
连续 映射 同 伦 类 所 成 的 集合 为 可 数 集 。 

19. 试 一 读 Maunder [18] 所 给 出 对 Brouwer 不 动 点 定理 
的 一 个 精 悍 的 证 明 ， 这 个 证 明 归 功 于 M.W Hirsch, 


6.4 EEBSBGERE 
在 第 5 章 中 我 们 便 计 算 了 少数 几 个 空间 的 基本 和 群 ， 我 们 的 计 
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算 方 法 对 那 几 个 例子 虽然 有 效 ， 不 过 可 以 说 只 是 作 了 喜事 诊 事 的 
具体 车 虚 。 如 果 限 于 可 着 分 室 间 ， 则 可 以 产生 一 套 系 统 化 的 方 
法 。 我 们 将 要 闻 明 怎样 从 空间 的 一 种 单纯 剖 分 找 出 基本 群 的 生成 
TERRO, 

BX AEREE ER, wE hK] 
—X, HA KIREX (我 们 可 以 随意 这 样 作 ， 因 为 基 本 群 是 拓 
扑 不 变 的 )。 多 面体 | 天 | 的 有 利之 处 在 于 基本 群 每 个 成 员 可 以 用 
由 于 的 楼 组 成 的 环 道 来 代表 。 用 这 种 “楼 环 道 ? 我 们 将 构 作 一 个 
RE, HERE KARE, KARTAR, HE 同 构 于 |K| 的 
基本 群 。 

复 形 乓 的 一 个 棱 道 路 是 一 氢 列 顶点 Vo, …;:zk, 其 中 每 相 邻 
的 一 对 Vit 张 成 kK 的 一 个 单纯 形 。 由 于 技术 上 的 原因 ， 人 对 许 
Vi 二 Vi41 的 情况 出 现 ， 如 果 施 用 单纯 映射 于 楼 道路 ， 我 们 希望 所 
得 的 结果 仍 是 一 条 楼 道路 ， 即 使 经 过 单纯 上 映射 以 后 相 邻 的 顶点 被 
粘 合 。 者 Vo 二 V4 二 Vv， 册 得 到 一 条 羽 V 为 基点 的 楼 球道 。 定 又 天 
的 栈道 群 还 需要 同 伦 松 念 的 一 种 单纯 式 的 变 体 。 两 条 楼 道 看 作 是 
等 价 的 ， 假 如 可 以 通过 有 限 多 次 下 述 类 型 的 运算 从 一 个 变色 另 一 
个 。 若 三 个 顶点 22 比 张 成 再 的 一 个 单纯 形 ， 则 当 它 们 在 一 条 本 
道内 紧 挨 着 出 现时 ， 可 以 用 uw 这 一 对 顶点 来 代 EE, SUR 用 Uvw 
来 代替 其 一 条 楼 道里 出 现 的 uw (用 几何 的 话说 就 是 三 角形 的 两 边 
与 第 三 边 可 以 互 换 ,除去 或 添上 重复 往返 的 楼 ; 见 图 6.11)。 除 此 
之 外 ， 还 允许 将 重复 的 顶点 uu bu Hid. 

楼 道路 v6,01,… ,vx 的 等 价 类 记 作 {v60,01,…,vxk}。 不 难 验 证 ， 
在 乘法 | 

(tvi yt) e (ow, ew c v) m (pu, VR uuo, wi uv) 

之 下 ， 以 2 为 基点 的 楼 环 道 等 价 类 全 体 构 成 一 个 群 ， 单 位 元 素 是 
S ffr 3S (v) , (vv, vx UIS STORE RES UTD (ok amt. 这 就 是 


O OAUSESES, XUURXGXX, HBRGHARRIXNN"nETASKS 
集 在 书 来 的 附录 里 。 MEM 
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图 6.11 


K 45A v 23 E S dS GRE, EEK, o), 

(6.10 定理 E(K o) HAF 7C K| 0. 

证 明 KB BEA E HOB REEUBRTEDS | K | Bg — 9G, X 样 就 
得 到 一 个 映射 p EK, o) ->7x1(]K|,v)。 确 切 地 说 ， 对 于 楼 环 道 
VU, Uy VU ,将 单位 区 间 1 S84 289 k Et. 4n 

a(0)-a(])—v, e/kk) =v, 1«i«k—l. 
并 将 4 线性 地 扩张 为 映射 c:T~| 天 | 。 则 “是 | 天 | 两 基于 点 5 的 
环 道 。 由 于 等 价 的 酚 环 道 显 然 给 出 同 伦 的 环 道 ， 可 定义 
$ {vv)) — 0», 
不 难看 出 中 是 同 态 。 

为 要 证 明 p 是 潢 映射 ， 设 已 给 一 条 以 2 为 基点 的 环 道 a 
IK|。 把 1 看 作 是 复合 形 工 的 多 曾 体 ， 这 上 由 1~- 单 纯 形 [0,1] 与 
它 的 两 个 项 点 构成 。 运 用 单纯 逼近 定理 产生 一 个 同 伦 于 e 的 单纯 
Wegt s:IL"|--|K]|.L" B5 T IR dE 0E i/2^ 0i 2", mi s 25H T K 
的 楼 环 道 DUL etim v, Her v= s (0/27) 1S i 2" — 1, JZ IE QR 有 

$ ((v0, 75". u} — 4s» — «a5, 

要 完成 证 明 还 必需 证 明 $ 是 一 对 一 Bg. dx osvyevu s 为 楼 
环 道 ， 大 设 它 看 作 | 天 | 的 环 道 时 是 一 条 零 伦 的 环 道 4a。 。 我 们 必需 
证 明 vv, vy o 等 价 于 由 单独 一 个 顶点 2 所 构 成 的 楼 环 道 。 由 
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C 


"Cae. 我们 有 伦 称 :Tx 1->|K|， 满 中 

F(s,0)=a(s), O0xsxl, 
并 且 把 正方 形 的 其余 — ESI 
v 。 把 1xI 看 作 是 图 6.12 Pris 
AE LAL, Hha, b,c, 
了 表示 正方 形 的 四 个 角 顶 ，at 为 
H G/k,0) ,并且 注意 F(a) =v, 
1«i«k—1, 

楼 道路 aay2,a4 id abed 
PRELAS. WRN L da, dà aei d 
的 重心 重 分 L", WAS L" 内 的 图 6.12 
两 条 楼 道 ， 它 们 是 在 原来 楼 道 的 每 两 个 顶点 之 问 添 人 2" 一 1 个 硕 
点 而 得 到 和 的。 把 这 两 条 新 的 道路 记 作 E 与 E: 以 咒 引 进 过 多 的 记 
F. TFM 归纳 地 验证 请 与 Bs E L 内 等 价 ( 习 题 21). 

按 单纯 逼近 定理 有 重心 重 分 L" 以 及 :|L"|-> 1K| 的 单纯 近 
近 S:|L"|->1K|。 若 两 条 栈道 只 相差 等 价 定 义 中 的 一 个 运算 , 车 
我 们 施用 单纯 映射 于 这 两 条 楼 道 ， 则 它们 的 像 也 将 相差 这 样 一 个 
运算 。 换 句 话 说 ， 单 纯 映 射 保持 楼 道 之 间 的 5x 价 关系 。 因 此 ， 
EE 与 Es 在 S 之 下 的 像 是 K 内 等 价 的 楼 道 。 但 S 施 用 于 Es 给 出 的 
是 顶点 2 重复 3,2" 十 1 次 ， 实 际 上 等 价 于 楼 环 道 9。 由 于 F(as) 
—wu,lsixk—1, REB. HET S XE FH noRUL E: 内 在 ai lip 
之 间 播 大 的 新 顶点 在 S 之 下 的 像 或 为 xXx 2o via. B gb, S 
用 于 Ei 给 出 的 酰 环 道 等 价 于 vos. vk uU. XXXESZUX P HEB. 

现在 转 到 求 定 EK ,2 的 生成 元 与 关系 的 问题 ， 设 工 是 五 的 
子 复 形 ， 它 包含 了 天 所 有 的 顶点， 并 且 | 并 | 是 道路 连通 与 单 连通 
的 。 这 样 的 子 复 形 总 是 存在 的 ， 可 以 用 天 的 楼 按 下 述 方 式 井 出 一 
个 这 样 的 子 复 形 工 。 上 的 1- 维 子 复 形 ， 其 多 面体 道路 连通 并 且 单 
i BU E—T NE. 

(6.11) 引 理 一 个 极 大 树 形 包含 也 所 有 前 顶点 ， 


ba e 
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证 明 设 了 为 天 内 的 极 大 树 形 ; 极 大 是 指 车工 为 包含 的 
一 个 树 形 ， 则 工 三 了 。 若 工 未 颌 包含 关 的 至 部 硕 n. mp AE D 
点 z 必 在 KK 一 TT 内 。 任 取信 的 一 个 顶点 u， 并 记 住 |KI 是 道路 连 
通 的 ， 在 | 五 | 内 用 一 条 道路 连结 z& 与 。 由 单纯 逼 近 定 理 ， 可 将 
这 条 道路 换 成 一 条 楼 道 uviza…zvkr。 设 避 是 这 条 BOB 路 内 属于 
工 的 最 后 一 个 项 点， 莽 且 将 顶点 via 与 ViVih 张 成 的 楼 添 入 工 击 
作出 一 个 新 的 子 复 形 了 '。 窑 间 |T | 只 不 过 是 1] 伸 出 一 只 角 ; 
IT SEERJEIT | 的 形变 收缩 核 。 因 此 T 也 是 树 形 ， 与 工 的 极 
大 性 矛盾 。 

假设 我 们 已 经 选 好 了 上 壕 的 子 复 形 二 。 由 于 |Z 是 单 连通 
的 ， 工 内 的 楼 环 道 对 EE(K,v) 将 不 起 影响 ， 因 此 ， 实 际 上 在 计算 
中 可 以 把 世 里 的 单纯 形 忽 略 不 计 。 把 站 的 顶点 列 册 4 v=, Y, 
Vs， 天 以 CE 表示 如 下 定义 的 群 : 对 于 在 天 内 张 成 一 
个 单纯 形 的 每 一 对 有 序 的 顶点 Vi,v; 有 一 个 生成 元 gij 0 Vii 
张 成 上 的 单纯 形 ， 则 有 这 个 群 的 一 个 关系 gi 1. TRHROMCE(EK 
内 张 成 一 个 单纯 形 的 项 点 vi,Vi,vk 有 群 的 一 个 关系 9i19ik 二 
Jike 

(6.125838. G(K,L) AF ECK v), 

上 面 对 G(K,L) 的 描写 是 为 了 使 定理 (6.,12) 的 证 朋 方 便 ， 但 
是 ， 可 以 改进 一 些 ， 使 那些 不 太 起 作用 的 生成 元 被 排除 掉 。 注 意 
B i=j 给 出 9i; 二 1， 轩 i 二 得 出 9;; 二 81}。 因 此， 只 需 对 于 在 
K—L 内 张 成 一 个 单纯 形 ， 而 且 1 过 7 的 那些 顶点 对 vi,Vj ， 对 应 以 
一 个 生成 元 。 第 一 类 关系 现在 是 多 余 的 ， 第 二 类 关系 之 中 起 实质 
性 作用 的 只 有 关系 9159jk— Diks Eik, H Eri, vj, v OD 
张 成 五 一 荆 的 一 个 2- 单 纯 形 。 

定理 (6,12) 的 证 明 我们 要 造 出 一 对 互 赣 的 同 态 


Q Hs :7;,7& 中 的 两 个 ， 比 如 说 "io27* 张 成 工 的 一 个 单 纯 形 ， 我 们 
把 8 ; ; 解释 为 1。 
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GK, Do E(K v), 
8 


用 工夫 的 楼 道路 EL 连结 v 到 下 的 每 个 顶点 wi， 这 里 取 Eo=v， 
并 且 在 G(K, 世 的 生成 元 上 定义 中 为 
$ (gi) — {EVVviLE7!}, 
Ev; 张 成 工 的 一 个 音 纯 形 ， 则 ESSE, 是 整 个 在 二 内 的 一 
条 楼 环 道 ， 由 于 | 工 | 单 连通 ， 这 条 楼 环 道 REK, ORE 
d. xU va og v 张 成 让 的 一 个 单纯 形 ， 则 我 们 有 l 
$ (9; 6 (9j) = (E;iv;v;E;! HE Vv ebi} 
—(Ej;vjv;E; Ev v,E,!) 
{EviviveEr} 
= {EVE} 
—ó(gij. 


因此 由 保持 C( 玫 .六 内 的 关系 ， 从 而 定义 了 从 GOC,D) SIEGE ,v) 
的 一 个 同 态 ， 
TE S ERRAT 


0 ((UU,UjU, **UsUT) — GokOklUtm*** Unc 
4X TAEG,n03]CO,D 89. fx 
Op (gi) S OCCE,vivjE;!) = 11 
这 是 由 于 E, SS EP 的 一 对 顶点 张 成 的 单纯 形 。 因 此 ，0 为 
恒 等 同 构 。 对 于 任何 楼 环 道 De at 我 们 有 
{PURVI vv) 
(Ep, Br }{Erv vi Ej! je (EvSvES!]), 

但 90 在 乘积 中 每 项 上 为 恒 等 的 ， 因 此 69 为 恒 等 同 态 。 

例子 | 

1. BEX An AAWE- ADMA ZE MEE n 
JRBS— AHR, KE AAR; HEA AERE 
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单纯 前 分 ， 霸 分 顶 点 命名 如 图 6.13 所 示 n—3 的 情形 。 设 上 由 各 
个 三 角形 中 含有 公共 顶点 的 两 条 边 以 及 所 有 的 顶点 共同 构成 。 
Mj ECK v) zxGOC, D) Bi n AI K Ii, Isart ,92n-1s2n 所 生成 ， 
并 和 且 没 有 任何 关系 。 因 此 7.(XX) 是 nn 个 生成 元 的 自由 群 。 一 个 图 
周 的 情形 得 到 一 个 生成 元 的 自由 群 2 ， 这 与 以 前 的 计算 一 致 。 


Ds Ys 


图 6.13 


注意 若 X 为 道路 连通 ， 莽 且 可 以 用 1- 维 复 形 章 分 ， 则 7:0 
为 自由 群 ， 因 为 汽 有 2- 单 纯 形 可 用 来 使 生成 元 之 间 产 生 关 系 。 

2. 任何 (道路 连通 的 ) 可 前 分 空间 具有 有 限 囊 现 的 基本 群 ， 
也 就 是 说 ， 这 个 群 可 以 由 有 限 多 个 生成 元 与 有 限 多 个 关系 给 出 
(这 是 由 于 我 们 的 复 形 由 有 限 多 个 单纯 形 构 成 )，。 

3. (KK ,的 定义 只 涉及 下 的 顶点 ,楼 以 及 三 角形 。 因 此 ， 
is KO Wk K 内 所 有 的 维 2 的 单纯 形 所 构成 的 子 复 形 ， 
则 有 

z,GOQK pz dK D, 


这 个 子 复 形 天 (2) wfe K A-A, HiUExX— A Xe, TIDDM A 
nz2Wp S" 的 单 连通 性 给 出 十 分 简洁 的 第 二 个 证 明 。 将 S" 用 
(十 1) -单纯 形 的 边界 来 单纯 章 分 ， 并 注意 当 7>2 时 ，(n 十 1)- 
单纯 形 与 它 的 边界 有 同一 的 2- 明 架 。 由 于 单纯 形 是 可 缩 空 间 ， 单 
连通 的 结论 立即 得 出 。 
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4, Æ Klein J& H H 
6.14 所 表示 的 复 形 了 予以 单纯 
Ha, HiL ARERI K 
示 的 子 复 形 。K 一 上 的 1- 单 
绠 形 提供 了 11 个 生成 元 ， 
2- 单 纯 形 提供 了 生成 元 之 
间 的 10 个 关系 A f= 90, 
U= Io TW 点 Vo, Vi, V 所 张 
成 的 三 角形 给 出 


9o1915— Sos. 
换 甸 话说 ,it 二 gos, 这 由 于 顶点 v1,vs 张 成 上 内 的 一 条 楼 。 从 图 6 .14 
左 侧 一 列 看 下 来 我 们 得 到 
L— gos — Jas = 937= Our» 
Jat = gar» 
1gga—u, 
最 后 两 个 关系 合 起 来 得 到 gz 二 ut。 然后 看 最 后 一 行 剩 下 的 那些 
ut— gu — gia; 
tut — gos, 
U1-— gos. 
因此 ，、 最 后 变 成 了 一 个 单独 的 关系 tut 二 u。 于 是 ，Klein JE 的 基 
本 群 由 两 个 生成 员 t,u 服从 于 一 个 单独 的 E A tuisu 而 给 出 ( 值 
得 将 这 个 结果 与 第 5 章 的 计算 作 上 比较 ) 。 

最 后 这 个 例子 说 明 即 使 很 简单 的 空间 ， 也 可 能 有 许 许多 多 生 
成 元 与 关系 ， 使 得 实际 计算 起 来 伟人 厌烦 。 幸 运 的 是 我 们 可 以 利 
用 定理 (6.13) 找 到 一 条 捷径 。 为 说 明 这 — S, RIK 为 同一 个 
欧 氏 突 间 内 的 单纯 复 形 ， 设 它们 交 于 一 个 公共 的 壬 复 形 ， 并 设 . 
171,1K| ,17NK| 都 是 道路 连通 和 的。 设想 我 们 已 经 知 道 这 三 个 宏 
间 的 基本 群 ， 要 去 计算 T OJUKD, 
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首先 考虑 最 简单 的 情形 ， 妈 了 与 相交 于 一 个 单独 的 项 点， 
则 JUK 内 任何 以 这 个 顶点 为 基点 的 楼 环 道 显 然 是 那 种 整个 在 J 
Pg K 天 的 楼 环 道 之 积 ， 我们 可 以 指望 得 到 自 d RRd GID 
¥7(|K|) 作 为 |JUKI| 的 基本 群 ,在 一 般 情形 ,类 位 的 论证 也 可 以 
ZE, TXLBHSÉBUUO/D*ndgKEpimpnk&iPgsRagssi&hs te 
3E MHB SA EXE C0, CI D 5 a ORDRE 20. PIED SE 
添加 关系 予以 纠正 。 

i Ik AIRRA AR $i 

UnKIziJl, HAKIS|Kj, 
JF EU ZO K 853 ^T S v EAR., 

(6,15 Van Kampen 定理 了 |JUK|oxAv AAS HA AA 
SALIS 8 I RTCLI] 0 mn C E] X 加 关系 jal) =k) 
5445]. XP zX*RmQOJOK)],08—12:XG9. 

证 明  dEJOK REOCK BUE To. FD Fi: BU 30 了 与 五 
的 航 大 树 形 T5 T. WI TiU Ts 是 JUK 的 一 个 极 大 树 形 。 按 定 
理 (6.10) 与 (6.12)，XA1(|JUK|) 由 生成 元 gis 服从 于 关系 giigik 
二 9ik 而 给 出 ， 其 中 9i; 相应 于 JUK 一 Ti1UT。 的 楼 ， 关 SH 
JUK 的 三 角形 给 出 。 但 这 正 是 那样 一 个 群 : 对 于 J 一 TT 的 每 条 
楼 取 一 个 生成 元 tij 天 一 Ts 的 每 条 楼 取 一 个 生成 元 bij HEF 
J,K 的 三 角形 添 入 形状 如 

Qijadjkg—=aip, bijbjx= by 
的 关系 ， 此 外 当 01; 与 bi; 对 应 于 了 7nK 的 同一 条 楼 时 还 得 添 大 
关系 0 二 bj。 剩 下 只 需 注意 了 天 一 To 的 棱 , 当 看 作 了 的 楼 时 ， 
给 出 74 00 (0 K DO BS —ZH/E LC vo2EXE Ee. SACR (EK nude 
时 ， 则 生成 K.GOuOJ0 Kp», 
例子 
1. 回 到 图 6.14 所 给 的 Klein 瓶 的 单纯 剂 分 ， 莽 且 设 了 是 把 
© H, Seifert 5 E, R, van Kampen 各 自 独 立地 给 出 证 明 。 
Q Rm" :NoBRniCI( KJ,v) M2 Eoo, 


160 


—— 


顶点 Vo Yi Us 所 张 成 的 2- 单 纯 形 挖 去 以 后 所 得 的 复 形 . 则 | 中 是 挖 
kA MAN Klein 壮 。 至 于 上 ， 就 取 2- 单 纯 形 以 及 它 所 有 的 
面 ， 因 此 |K| 是 一 个 圆 盘 ，|7] NK| 是 一 个 圆周 , 

正方 形 按 这 种 方式 除去 一 个 三 角形 的 办 部 之 后 可 以 形变 收缩 
式 为 它 的 边界 。 但 是 在 [川内 ,正方 形 的 边 粘 合 成 为 两 个 圆周 的 一 
点 并 集 ， 两 圆周 的 公共 点 为 V0， 而 形变 收缩 与 这 种 粘 合 是 相 容 
和 的 ， 因 为 在 形变 过 程 中 ， 边 界 始终 保持 不 动 。 于 是 ，i7 | 可 以 形 
变 收 缩 成 二 圆周 的 一 点 着， 从 而 7 dJ], v) EB HUE ZZ. A 
正方 形 的 边 所 代表 的 tu 为 生成 元 ， 


图 6.15 


如 图 6.15 选 取 自 由 循环 群 7T1(IJ 人 NK1,v0) 的 生成 元 2 。 由 于 
IK] 是 单 连通 的 ， Kx GO) 为 单位 元 素 :， 7 (2) 在 我 们 的 形变 收缩 之 
下 则 等 同 于 75.C[ Z1 v9) PHÉS SERE tutu, HI 在 van Kampen 定理 
ERIT CIJU KL, 可 以 从 (和 ZZ kZ) x (Oe) AE RO TR t Itu—e 
1118 3], i Klein fii XE 

[t,u|tu tue) = (t,u|tut—u), 

2. 我们 常常 引用 van Kampen 定理 而 不 鞭 正 给 所 涉及 的 空 

间 以 特定 的 单纯 章 分 人 。 在 定理 (6.13) 的 证 明 中 ， 单 纯 剂 分 的 重 


O ”但 必需 保证 我 位 的 空间 是 可 前 分 的 .虽然 van Kampen 定 理 可 以 在 更 一 般 的 
条 件 下 成 立 《 例 如 见 Massey[9]》， 但 对 任意 拓扑 空间 则 不 真 。 
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要 性 在 于 作为 工具 ， 定 理 本 身 的 陈述 却 是 关于 多 面体 的 《从 而 关 
于 可 章 分 空间 ) , 芥 不 依 顿 于 剖 分 。 

设想 射影 平面 P 是 把 M6bius 带 的 与 圆 盘 的 边界 圆周 焊接 起 
来 而 得 到 的 。 已 知 Möbius Hp 的 基本 群 是 无 穷 循环 群 ， 并 且 很 明 
显 它 的 边界 贺 周 代表 生成 元 的 2 傍 ( 图 6.16)。 所 以 van Kampen 


Vier j.G) 
Cod.) zat 


Kk, (0) 


K,(z) ze 


BH 6.16 


EMERI T(P TAAR BRR Z e (6). im 关系 az= e 
得 到 。 换 旬 话说 ， TX1(P)= 2,. 


习 E 

20. 将 双环 面 分 成 两 个， 使 每 一 中 是 一 个 穿 了 孔 的 环 面 ， 利 
用 van Kampen 定理 而 计算 基本 群 。 然 后 ， 将 双环 面 分 成 一 个 
贺 盘 与 剩 下 部 分 的 闭 包 ， 再 次 计算 基本 群 。 

21, 在 定理 (6.10) 的 证 明 中 引入 的 校 道路 记 与 已 是 等 价 
的 。 试 写 出 证 明 ， 

22. 用 vam Kempen ZMIER” (5.1D 是 单 连 通 
的 。 

23. 设 X 是 道路 连通 可 剂 分 空间 ， 贴 附 一 个 贺 盘 到 X 上 ， 对 
基本 群 有 什么 影响 ? 
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o | D a | d 
24. RG AVBBRURRBSRE, WE- ERTAS Eh AG 
为 基本 和 群 。 


6.5 轨道 空间 的 单纯 唱 分 


设 闫 为 单纯 复 形 ， 它 的 单纯 形 位 于 E^ 中 。 则 只 要 知道 两 件 
事 ， 天 就 完全 摘 绘 出 来 了 :， 它 的 顶点 在 五 " 中 的 什么 地 方 ， 以 及 
哪 一 些 顶 点 张 成 单纯 形 。 今 Y 表示 K 的 顶点 集合 ，S 为 VY 的 那 一 
组 子 集 ， 这 每 个 子 集 张 成 天 的 一 个 单纯 形 。 

二 元 组 (V.S) 趾 作 五 的 顶点 格式 。 集 合 了 为 有限，S 具有 
下 列 性 质 : 

(a) V 的 每 个 成 员 属 于 S (项 点 是 0- 单纯 形 ) 。 

O S XIE-FS, WXBMERJEZET-E ICT X CK 8 E 8E 
Boii d RT K). 

(c) SU DAREJEZE, FF ELHIESENEm E18 5 的 每 个 成 员 至 
saa mtl 个 下 的 成 员 ( 取 识 为 的 维 数 )，。 

有 时 候 有 必要 按 下 述 的 步 又 造 出 一 个 单纯 复 形 ， 先 确定 一 个 
非 空 有 限 集合 VV ， 以 及 V 的 一 组 子 集 S 满足 (0—(0, ， 然 后 将 二 
元 组 {Y ,3 实现? 为 某 欧 氏 空 间 内 的 一 个 具体 的 AE 形 。 实 现 的 
意思 是 找 一 个 单纯 复 形 KK 与 一 个 从 V 到 的 全体 顶点 的 一 对 一 满 
映射 ， 使 得 S 的 成 员 恰好 对 应 于 张 成 单纯 形 的 顶点 集合 。 显 然 对 
于 给 定 的 {V,S}， 任 何 两 个 实现 是 同 构 的 ， 

(6,10 实现 定理 GE V DJAEECE EE. S XIV 的 一 组 子 集 
满足 上 述 的 性 质 G)—(0,. RI {V,S} 可 以 实现 为 蘑 一 单纯 复 形 
前 顶点 格式 。 

证 明  WRVCOH k^RoUR. 4A Et 内 的 一 个 k-i- e h 
形 。 则 Y 的 元 素 与 4 的 顶点 之 间 的 任意 一 个 一 一 对 应 将 实现 
(V, 3] 作为 4 的 某 个 子 复 形 的 顶点 格式 (事实 上 , 不论 多么 大 ， 
总 可 以 使 (V, S) fg E*"*'! 内 实现 ， 见 习题 25)。 

这 个 构造 复 形 的 方法 将 在 下 面 用 来 单纯 剖 分 某 些 群 作用 的 轨 
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‘EZR, RER 


9 章 中 用 来 定义 紧 
z Hausdorff ZA] 
N NU 的 维 数 。 


个 群 所 作用 的 空间 
B ocu 可 以 那 祥 地 剂 分 ， 
使 得 群 的 每 个 元 素 所 诱导 的 同 胚 是 这 个 单纯 剖 分 之 下 的 单纯 同 
膛 。 在 这 种 情形 ， 我 们 说 群 的 作用 是 单纯 的 。 图 6.17 给 出 对 于 S: 
上 的 对 径 作 用 适宜 的 单纯 前 分 取 一 个 正信 面体 内 接 于 球面 ， 用 
从 球 心 出 发 的 向 径 投 影 x 作为 剖 分 同 胚 。 作 用 是 单纯 的 ， 因 为 对 
径 上 映射 $:5*—5? 诱导 了 八 面 体 玫 面 到 自身 的 单纯 英 gi aen, 
其 它 单 纯 作用 的 例子 如 4.4 节 所 讲 的 Zs 在 球面 上 的 三 种 作 用， 
以 及 以 透镜 空间 Lo, 9) 为 轨道 空间 的 ，Zp 在 S* 上 的 作用 。 
当 我 们 有 一 个 单纯 的 作用 时 ， 我 们 要 证 明 轨 道 空 间 是 可 剖 分 的 。 
更 有 其 者 ， 可 以 适当 安排 使 自然 投影 是 单纯 映射 。 
现在 设 C 单 纯 地 作用 于 X% ， 也 喜 是 道 ， 假 定 存在 单纯 剖 分 
h:|K|--X, E4 hgh: | K|>]K| 对 于 G 的 任何 元 素 g 来 说 是 
一 个 单纯 同 胀 。 这 些 同 肪 决定 了 CG 在 LKI 上 的 一 种 作用 , 因此 ， 
不 妨 一 开始 就 直接 讨论 这 个 在 K] 上 诱导 的 作用 而 把 六 置 于 一 
3$. 
我 们 目的 是 齐 分 轨道 空间 | 天 17/G。 利用 投影 p: 1] E] | K [/G, 
我 们 定义 {Y,S)} 如 下 : 了 的 成 员 是 关内 顶点 的 轨道 (投影 )， 站 
的 子 集 vo suy 属于 8 ， 当 而 且 仅 当 在 天 内 可 以 找到 张 成 一 
个 单纯 形 的 顶点 Vos vy 满足 pr) —uj, Osik, 不 难 核对 实 
现 定理 的 假设 成 立 ; 在 某 个 欧 氏 空间 内 将 (V, S) 实现 为 一 个 复 
É, WEK/G. p ÆK 的 顶点 映 为 K/G ag BER, EE SE vos n, 
vk 张 成 二 的 一 个 单纯 形 ， 则 p, pu) 3k J& K/G 的 一 个 
单纯 形 。 所 以 ，p 确定 一 个 单纯 映射 :1 下 | 一 ]KLG]。 
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另 一 方面 ， 对 于 任何 <*E |K|，gE€G, 我 们 有 sg (XxX) 二 s(xX)， 
因此 s 诱导 了 映射 
ylK|I/G—>|K/GI, 
最 好 用 一 个 图 吉 来 表示 目前 的 情况 


IKI, 
sy — 
| K | /G——|K/G | 


显然 少 是 注 映 射 ， 着 且 按 定理 (4.1) 为 连续 ， 当 而 且 仅 当 s 连续 。 
但 s 为 单纯 映射 ， 从 而 连续 。 若 乡 为 一 对 一 ， 则 按 定 理 (3.7》 必 
为 同 胚 ， 就 将 给 出 一 个 剖 分 

| y1:[K/G|— | K]/G, 

一 般 来 说 ,不 一 定 一 对 一 。 例 如 ， 在 图 6.17 中 2x IR] | K | /G 
同 凸 于 射影 平面 ， 和 而 |K/G| 是 一 个 圆 盘 。 但 是 ， 若 将 下 换 成 它 的 
第 二 次 重心 重 分 Kr?， 则 相应 的 映射 IKI1/G 一 |K?/G| 是 一 对 一 
的 (习题 28, 29). 

W^ :[KI/G X/G 为 所 诱导 轨道 空间 之 间 的 同 凸 ， 则 

hy :| K2/G| X /G 
为 轨道 空间 X/G 的 一 个 半 纯 齐 分 。 Pie, ATRAER 


h 


K] -> x 


|[K*/G| —o X/G 
4 rol 


其 中 是 自然 粘 合 映射 ( 阅 图 表 可 交换 是 d nh GO hys (x) 

对 一 切 x€ IKD, mug s 是 单纯 的 ， 并 且 它 保持 K 内 单纯 形 的 

维 数 ， 因 为 对 于 OK? 内 一 个 单纯 形 的 两 个 不 同 的 项 点 不 能 有 G 内 
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的 元 素 把 其 中 一 个 映 成 另 一 个 。 
习 题 

25. 设 (V, S) 满足 实现 定理 中 的 假设 ， 莽 把 Y 的 成 员 记 作 
U, e, Uk, EP Xi 表示 上 2"+1 内 的 点 0,12, 2,12" * 1) ,证 有 明 点 i， 
;xx 内 的 任何 2m2 个 点 处 于 一 般 位 置 ， 从 而 证 明 对 应 wie>xi 
可 用 来 在 上 "+ 内 实现 (V, Sh 

26. 按 习题 25， 任 何 1- 维 复 形 的 顶点 格式 可 以 在 下 内 实 
现 。 找 出 一 个 1- 维 复 形 ， 它 的 顶点 格式 不 能 在 E? 内 实现 。 

27. JE S? 上 的 对 径 映 射 以 及 图 6.17 中 的 剂 分 。 证 BH dg 
y:[K]/G— | K'/G| 为 同 旺 ， 工 画 出 这 样 得 到 的 射影 平面 的 着 
分 。 

28. EPIS v:[K|/G— ]|K/G| 25 [a BR, Simi Ba C 在 
|K | ERSTE HIE E: 

(a) 天 内 每 个 1- 单纯 形 的 了 预 点 不 在 同一 轨道 上 ! 

(b) 车 顶点 Vo n Ug, a Ej Vo nne Up, b A GKR K Rai, 
并 且 4 ,5 在 同一 轨道 上 ， 则 存在 9E€G, f f$ gio) —vioM T 
Oxtixk, g(a)-b, 

29 .验证 如 果 将 上 换 为 它 的 第 二 次 重心 重 分 ， 则 习题 28 的 条 
ff: Ca ) 5 C bo d d di d, 


6.6 无 穷 复 形 


到 现在 为 止 ， 我 们 的 单纯 复 形 只 包含 有 限 多 个 单纯 形 。 为 了 
能 够 处 理 有 关 非 紧 致 空间 的 问题 ， 宜 于 在 这 方面 放宽 一 些 ， 关 许 
其 些 无 穷 多 单纯 形 的 集合 也 看 作 复 形 。 

我 们 仍然 坚持 复 形 是 由 某 有 限 维 欧 氏 窑 间 内 很 好 地 拼合 起 来 
的 单纯 形 所 构成 ， 并 且 要 求 这 些 单纯 形 的 并 集 是 这 个 欧 氏 空间 中 
的 闭 集 。 如 果 K 是 E* 中 这 样 一 组 单纯 形 ， 则 我 们 可 以 给 它们 的 
工 集 以 诱导 拓 扑 而 得 到 一 个 拓扑 空间 | 天 |， 另 一 个 同样 自然 的 办 
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法 是 把 K 的 各 个 单纯 形 分 开 考 虚 ， 每 个 都 给 以 从 EE' 诱 导 来 的 拓 
扑 ， 然 后 给 它们 的 并 和 集 以 车 合 拓扑 。 我 们 骨 在 引 理 (6.3) 看 到 , 当 
K 为 有 限时 ， 这 两 种 方式 得 到 同一 的 拓扑 窄 间 。 但 是 ， 如 果 人 允许 
KK 为 无 穷 ， 则 很 可 能 得 出 不 同 的 结果 。 事 实 上， 在 图 4.2 已 经 指 
出 一 个 特殊 的 1- 维 的 例子 ， 说 明 两 种 结果 的 不 同 。 

这 里 给 出 无 穷 复 形 的 一 个 尝试 性 的 定义 ， 莽 不 算 最 广义 的 ， 
但 对 我 们 的 需要 来 说 已 经 足够 。 

(6.15) 定 义 了 欧 扩 空间 肯 " 内 一 个 由 单纯 形 构 成 的 无 穷 集 
合 ， 如 果 满 足下 到 条 件 就 时 作 无 穷 单纯 复 形 ， 

(a) 若 某 个 单纯 形 属于 这 个 集合 ， 则 它 所 有 的 面 也 属于 

(b) 这 个 集合 的 单纯 形 很 好 地 拼合 

(e) 这 个 集合 全 体 章 纯 形 揭 并 集 是 Et 内 的 闭 集 ; 

(d) ERDI RE, 55 dedb Ade dite. 
作为 无 穷 复 形 的 一 
个 简单 的 例子 ， 取 
E? 内 的 长 条 { (2， 
y) os ys), 像 图 
6.18 那 样 分 成 三 角 
É. 


图 6.18 


(6.16) 定理 


设 天 为 下 "内 的 无 穷 复 形 ， 双 | 并 | 表示 它 前 多 面体 ， 则 

(a) K 是 有 限 维 的 

(b) K 的 单纯 形 总 数 是 可 数 的 

(e) 天 是 局 部 有 限 的 (就 是 说 ， 五 的 每 个 顶点 只 在 有 R 多 个 
单纯 形 上 )， 

(d) E* 的 每 一 点 有 那样 揭 邻 域 ， 它 至 多 只 与 有 限 多 MK 
X2 E. 

证 明 (a) 由 于 天 在 下 "内 ， 它 不 能 含有 任何 维 数 k CT nag 
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RAE. BE. KA En, 

(b) 我 们 对 单纯 形 的 重心 计数 而 证 明天 至 多 含有 可 数 多 个 单 
纯 形 。 由 于 |K| 的 拓扑 与 粘 合 拓扑 相同 ， 的 各 单纯 形 重心 共同 
在 E" 内 构成 一 个 离散 集合 。 因 此 ， 在 任何 以 原点 为 中 心 ， 有 R 
秆 径 的 球 内 只 能 有 有 限 多 个 这 种 重心 。 取 以 正 整数 为 生 径 的 球 就 
潮 出 重心 的 总 数 是 可 数 的 。 

c)» 设 若 上 不 是 局 部 有 限 的 ， 则 有 顶点 ， 它 是 天 内 无 穷 多 
个 单纯 形 A, As,… 的 顶点 。 对 于 每 个 1， 设 Xi 是 4; 内 部 的 一 
点 ， 并 且 它 到 2 的 距离 不 大 于 1。 集 合 {Xi} EEA D EA 
个 聚 点 ， 比 如 说 点 P ， 但 由 于 | 五 | 具有 粘 合 拓扑 ，P 不 能 在 |K| 
内 。 这 与 K| 为 下 "内 的 闭 集 相 了 矛盾 。 

(b 若 x EIKI， 则 E' 一 |K| 是 x 的 一 个 邻 域 (|[K| 是 团 集 )， 
与 K| PHZ, ECK AKOR o ,使 得 xEstar( K), 
由 于 starw, K) 是 |K] 的 开 集 , 有 E" 的 开 集 O 使 得 

star (v, K) =0f |K], 
并 且 按 (ec}，O 只 与 的 有 限 多 个 单 纯 形 相交 。 

单纯 剂 分 与 单纯 映射 的 构 念 可 以 像 以 前 一 样 下 定义 。 一 个 非 
紧 致 安 间 现在 也 可 能 是 可 单纯 剖 分 指 , 但 根据 定理 (6.16) 的 (o, 
这 个 空间 必须 是 局 部 紧 致 的 ， 就 是 说 ， 每 点 有 一 个 紧 致 邻 域 。 我 
们 将 看 出 ， 本 章 的 不 少 结果 在 这 个 更 广 的 基础 上 仍然 成 立 。 

注意 我 们 证 明 单 纯 逼 近 定 理 (6.7) 时 十 分 倚重 于 定义 域 
AE KHARE RMA K | 的 紧 致 性 ) ,但 是 值 域 工 即 使 是 无 
穷 复 形 ， 也 没有 妨碍 。 因 此 乒 们 可 以 证 明 无 穷 复 形 的 栈道 群 同 构 
于 复 形 多 面体 的 基本 群 ， 井 且 像 有 限 情 形 一 样 地 写 下 群 的 生成 元 
与 关系 。 但 是 ， 楼 道 群 就 不 一 定 是 能 够 有 限 表 现 的 群 了 ， 

例如 ， 若 关 是 在 实数 铀 的 每 个 整数 点 贴 附 一 个 小 圆周 ， 半 按 
图 6.19 而 单纯 前 分 ， 则 它 的 基本 群 是 具有 可 数 多 个 生成 元 的 自 册 
群 。( 取 整个 实数 轴 以 及 每 个 三 角形 的 两 条 边 就 得 到 含有 KK 的 至 
体 项 点 的 一 个 极 大 树 形 。 剩 下 的 边 给 出 7,00 的 生成 元 , HEH 

168 


图 6.19 


CK EU 2- 维 音 纯 形 ， 所 以 这 些 生 成 元 之 间 不 存在 关系 。) 把 轩 
缩 为 一 点 ， 可 见 区 与 可 数 多 个 圆周 磁 在 一 点 县 有 相同 的 同 伦 
型 。 

# (V.S) 为 无 穷 复 形 的 顶点 格式 ， 则 VY ETE, H aK 
开 6.5 节 的 性 质 (a) — (0) 以 外 ， 还 共有 性 质 : 

(d) V 的 每 个 成 员 只 属 于 有 限 多 个 3 的 成 员 (K 是 局 部 有 限 
的 ) 。 
实现 定理 (6.14) 仍然 成 立 。 当 然 ， 我 们 对 于 有 限 的 情形 所 给 的 证 
明 现 在 不 适用 了 ， 因 为 和 可 以 有 无 穷 多 个 顶点 ， 但 是 习题 25 的 方 
法 可 以 毫 无 困难 地 通过 。 

关于 轨道 空间 可 剂 分 性 的 讨论 也 可 以 允许 使 用 无 穷 复 形 ; 这 
一 点 请 读者 自己 加 以 论证 。 这 样 就 可 以 考虑 更 多 个 单纯 作用 的 例 
子 。 整 数 按 加 法 在 实数 轴 . 上 的 作用 是 单纯 的 ， 这 只 需 在 每 个 整数 
点 引进 一 个 顶点 而 将 实数 轴 剖 分 即 可 。 结 晶体 群 在 平面 上 的 作用 
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图 6.20 


6.20 所 示 。 


是 单纯 的 ， 这 只 需 将 基 
本 区 域 分 成 几 块 三 角 
E, FEIRER IEH 
求 确定 怎样 分 。 如 果 群 
是 由 一 个 平移 以 及 一 个 
与 之 正 交 的 滑动 反射 所 
生成 ， 则 基本 区 域 可 取 
作 一 个 长 方形 ， 所 得 出 
的 对 平面 的 d 分 如 


设 下 为 两 个 生成 元 x , 所 生成 的 自由 群 ， 置 了 7 —P, 4E HZ 
定 REFRA, ARF 中 满足 下 列 条 件 的 元 素 对 9 ,hk hg 


SET x,x7,y,y 1 之 中 的 一 个 ， 


实现 (V,S) 而 得 到 一 个 1- 维 复 


形 工 。 由 了 是 连通 的 ， 因 为 生 的 任何 成 员 可 以 通过 有 限 次 右 乘 以 
x ,六 1 之 一 而 得 到 。 而 且 ， 了 还 必须 是 单 连通 的 ， 因 为 工 
中 的 任何 环 道 将 给 出 下 的 一 个 非 平凡 的 关系 ,但 王 是 自由 的 .所 以 


了 是 一 个 树 形 。 

复 形 了 事实 上 可 以 
在 平面 肉 实现， 我 们 在 
图 6.21 中 示意 怎样 作 。 
当然 不 可 能 把 整个 的 于 
iier 我 们 将 称 荆 为 
泛 宇 电视 关 线 。 

工 按 左 乘 而 自己 作 
H Co SE hE] gh), 
B AWIFiEIT|E 
的 单纯 作用 ， 轨 道 空 间 
| T]/F E pi [80 JS f — 


E 6.21 
点 并 集 ， 不 期 而 然 ， 这 第 二 次 证 明了 两 如 周一 点 开 集 的 基本 群 是 
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Z x*Z， 因 为 在 TT 上 的 作用 适合 定理 (5.13) 的 假设 。 基 次， 设 
万 为 刁 的 子 群 ， 则 已 作用 于 工 。 按 6.5 节 的 结果 ， 可 以 剖 分 轨 道 
空间 17 |/ 五 成 一 个 1- 维 单纯 复 形 。 按 定理 (5.13)， 这 个 轨道 
空间 的 基本 群 正好 是 五 ， 由 于 1- 维 复 形 的 基本 群 是 自由 的 ,从 而 
导出 于 是 自由 群 。 于 是 证 明了 下 面 的 结果 : 

(6.12 定理 ”两 个 元 素 所 生成 自由 群 前 任何 子 群 为 自由 群 。 

这 是 Nielsen-Schreier 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 这 个 定理 说 自 
由 群 的 子 群 是 自由 群 。 关 于 这 方面 更 多 的 情况 见习 题 34。 

我 们 给 出 定理 (5.13) 的 一 个 推广 作为 本 章 的 结束 。 设 6G 单纯 
地 作用 于 道路 连通 可 剂 分 空间 羡 ， 并 且 设 FF 是 G 的 那 种 元 素 所 生 
成 的 正规 子 群 ， 它 们 使 空间 关内 至 少 一 点 不 动 。 

(6.15 定理 若 羡 单 连通 ， 则 轨道 空间 X/G 4 RARR 
于 商 群 G/F， 

定理 的 证 明 将 分 成 小 步骤 安排 在 习题 37 一 40 中 。 作 为 一 个 例 
子 ， 考 虑 图 4.5 中 显示 的 由 三 个 回转 生成 的 结晶 体 群 。 由 于 这 三 
个 生成 元 各 有 一 个 不 动 点 ，C 与 卫 重 合 。 因 此 轨道 空间 (2- 维 球 
面 ) 单 连通 。 

习 题 

30. 用 图 4.5 所 显示 结晶 体 群 在 平面 上 的 作用 ， 求 出 相 应 于 
球面 、 环 面 与 Riein EI) e E. 

31. 验证 图 6.21 所 示意 的 构 作 法 确实 可 造 出 工 在 E? 内 的 实 
5, 

32. 证 明 在 E? 内 如 下 给 出 的 单纯 形 集合 不 是 一 个 单纯 复 形 。 
对 于 每 个 正 整数 2 有 一 个 连结 (O/n,0) 到 O/,D 的 铅 直 1- 单 纯 
形 ,以 及 一 个 以 O/n,0 , (1/ (n+1) ,1) 为 顶点 的 针 1- 单纯 形 . 此 
外 ， 在 y 轴 上 还 有 一 个 连结 (0,0 到 (0,1) 的 1- 单 纯 形 。 如 果 
将 y 轴 上 的 1- 单纯 形 握 旗 ， 是 否 就 得 到 一 个 单纯 复 形 ? 

33. 第 式 空 间 (图 5.10)， 或 图 3.4 所 示 空 间 能 否 用 无 穷 单 纯 
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AE AI 

34, 证 明 具 有 可 数 多 个 生成 元 的 自由 群 是 Z  Z 的 子 群 ,由 
此 导出 这 个 群 的 任何 子 群 是 自由 群 ， 

35. MHK AXX 是 作 迪 点 周期 同 胜 ， 假 如 对 于 每 点 xEX 
有 正 整数 ne Eko 二 x*。h 叫 作 周 期 同 肘 ， 假 如 有 正 整 数 
n ， 使 得 h" 二 1!s。 证 明 车 XX 为 有 限 复 形 的 多 面体 ,大 且 车 h 为 
单纯 同 豚 ， 则 逐 点 周期 性 蕴涵 周期 性 。 找 一 个 连通 的 无 穷 复 形 
K, EAR | 的 一 个 逐 点 周期 单纯 间 胚 但 不 是 周期 同 胚 。 

36、 紧 致 空间 的 逐 点 周期 同 胚 是 否 必然 是 周期 同 胚 ? 当心 ! 
(我 们 可 以 指出 ， 欧 氏 空 间 的 任何 逐 点 周期 同 胚 为 周期 的 ,但 是 证 
明 很 难 。) 

37. 设 G 是 由 襟 间 关 的 同 胚 所 构成 的 群 。 若 NN 是 G 的 正规 子 
群 ， 证 明 G/N 自然 地 作用 于 X/N, #8 X/G VIE F c. 


若是 G 内 所 有 具有 不 动 点 的 元 素 所 生成 的 正规 子 群 ， 证 明 G/F 
自由 地 作用 于 /ff， 所 谓 自 由 地 作用 即 只 有 群 的 单位 元 素 才 有 
不 动 点 ， 

38， 除 了 习题 37 的 假设 ， 再 设 半 为 单 连通 多 面体 ，G 单纯 地 
TEJH. FRE." EUR AE EIE XVC ,使 得 投影 n:X— X/G 是 单纯 的 。 
取 庆 的 一 个 顶点 2 作为 基 9. JB E X. 6 :G-—2.(X/G,p()) 如 
T: 对 于 9EC， 用 X 内 的 楼 道 已 连结 > 到 9( 几 ， 则 中 (9) 是 楼 
IGE p (E) 的 同 伦 类 。 证 明 矶 是 同 态 , 葵 且 下 的 每 个 成 员 被 p k 
为 单位 元 素 。 还 证 明 Ó 是 满 同 态 。 

39， 在 习题 38 的 假设 之 下 ,证明 X/F 95353838 , TF H. G/F 在 
X/PF 上 的 作用 适合 定理 (5.13) 的 假设 。 

40， 导 出 定理 (6.18) 。 
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7. Bh 面 


7.1 分 类 

在 数学 里 对 一 种 对 象 进 行 完 公分 类 的 定理 往往 是 最 重要 的 ， 
最 能 使 人 产生 美感 的 。 这 样 的 结果 实际 上 相当 稀有 ， 这 就 更 直人 
觉得 可 贵 。 作 为 具体 的 例子 可 以 举 出 ， 有 限 生成 的 交换 群 除开 同 
构 以 外 可 以 根据 它们 的 秩 数 与 挠 系数 来 分 类 ， 二 次 型 可 以 用 它们 
的 秩 数 与 符号 差 来 分 类 ， 正 多 面体 除开 相似 性 可 以 用 每 个 面 的 楼 
数 与 过 每 个 顶点 的 面 数 来 分 类 。 可 以 说 ， 将 拓扑 空间 HE 同 Rer 
类 ， 或 莽 至 按 同 伦 等 价 来 分 类 是 没有 希 电 的 。 但 是 ， 我 们 能 够 给 
出 闭 曲 面 的 完全 分 类 ， 

曲面 呀 作 闭 的 ， 假 如 它 是 紧 致 、 连 通 的 ， 荐 且 没 有 边界 ， 换 
名 话说 ， 它 是 紧 致 、 连 通 Hausdorff 窑 间 ， 每 点 有 邻 域 同 胚 于 平 
面 。 当 我 们 说 可 以 将 这 种 空间 分 类 有 时，. 意 思 是 指 可 以 列 出 一 张 标 
准 闭 曲面 的 表 (虽然 是 一 张 无 穷 的 表 )， 表 上 每 两 个 曲面 不 同 胚 ， 
苦 且 任意 拿 一 个 闭 曲 面 来 ， 必 可 找 出 表 上 的 一 个 晶 面 与 它 同年 。 

回忆 (第 一 章 中 的 ) 闭 曲面 分 类 定理 ; 

(7 .分 类 定理 4f 1 5 Sob Eu AS. A ARD 
RLAR SAHA, RARD SAA 而 补 Möbius 
AR. REAK Y odjuxEg4- 5pm). 

在 球面 上 添加 一 个 环 枉 的 意思 是 除去 一 对 不 相交 圆 XR PS 
部 ， 然 后 将 一 个 圆柱 面 的 两 个 边界 圆周 焊接 到 球面 上 所 开 两 个 洞 
的 边缘 上 ， 如 图 7 .1 所 示 。 表 添加 环 枉 ， 则 添 在 球面 另外 的 部 分 。 
Ad (或 M6bius 带 ) 无 论 添 在 什么 地 方 都 不 影响 最 后 结果 ;我们 
将 在 7.5 节 中 小 心地 证 明 这 一 点 。 注 意 环 柄 是 怎 样 贴 附 的 。 如 
困 我 们 在 圆柱 画 的 边界 图 周 以 及 球面 上 圆 孔 的 边 缘 都 标 上 箭头 
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KAREENA. WAAAH 
面 边 界 圆 周 上 箭头 指 的 方向 
相同 时 ， 球 面 上 两 个 圆 孔 边 
缘 上 的 销 头 则 是 指 的 两 个 相 
反 的 方向 。 

自然 要 问 ， 当 我 们 焊接 
某 一 环 柄 时 ， 如 果 把 球面 上 
两 个 圆周 之 一 的 箭头 反 过 
来 ， 从 而 使 球面 上 这 两 个 圆 
周 有 相 同 的 指向 ， 将 会 产生 
什么 结果 。 在 球面 上 取 一 个 


圆 盘 把 已 经 开 的 两 个 孔 的 边界 圆周 包含 在 内 部 。 则 两 种 可 能 性 在 
图 7 .2 中 显示 出 来 ,图 7.2(a) 同 胚 于 穿孔 的 环 面 ,图 7.,2(b) 同 胚 于 
穿孔 的 Klein 产 。 因 此 ， 添 加 一 个 环 柄 相当 于 从 球面 与 环 面 各 控 
去 一 个 开 圆 盘 ， 然 后 将 得 出 的 两 个 边界 圆周 焊接 在 一 起 。 初 看 起 
来 ， 焊 接 时 似乎 作 了 某 种 选择 。 因 为 如 果 在 球面 的 圆周 上 标明 
箭头 之 后 ， 环 面 上 的 圆周 可 以 有 两 种 不 同 的 方向 。 但 是 ， 宅 孔 环 
面 到 自身 可 以 有 同 有 姬 使 边界 圆周 的 已 给 方向 反 过 来 (图 7.3(a))， 
因此 两 种 可 能 性 给 出 的 答案 是 互相 同 且 的 了 。 


(a) 


OD ”要求 严格 的 读者 将 会 注意 到 在 这 一 节 中 多 次 用 到 下 列 的 初等 命题 。 设 已 给 空 


BHIX,ACCY,BCCZ, EERE f: 4-> 和 ,85B->X， 以 及 满足 4(B) 45 figu 


MZ-Y, MXU,YREETX UZ. 
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(a) 关于 本 页 所 在 平面 的 反射 (b) 绕 AB dE x 
图 7.3 


车 圆柱 面 按 另 一 种 方式 像 图 7.2 (b) 夯 的 那样 贴 附 ， 则 我 们 必 
需 取 一 个 穿孔 的 Klein 版 ， 将 它 的 边界 圆周 焊接 到 球面 上 一 个 圆 
洞 的 边缘 上 。 同 前 面 一 样 ， 焊 接 两 个 圆周 时 ， 箭头 方向 的 选取 不 
产生 影响 。 但 我 们 知道 ，Klein 瓶 可 以 从 两 个 Möbius 带 沿边 界 圆 
周 拼合 而 得 到 ， 或 者 等 价 地 说 (图 1.18)， 在 一 个 圆柱 面 的 每 个 边 
界 圆周 上 焊接 一 个 Mbius 带 而 得 到 。 因 此 ， 穿 孔 的 Klein 瓶 可 以 
看 作 一 个 圆 盘 在 内 部 打 了 两 个 孔 ， 然 后 在 每 个 孔 上 粘 补 一 个 
M6bius 带 。 这 就 说 明 ， 把 一 个 贺 柱 面 按 那 个 ‘ 错 了 向 的 方式 ' 焊 接 
到 球面 上 相当 于 在 球面 上 描 去 两 个 不 相交 的 开 圆 盘 ， 然 后 在 每 个 
洞 上 粘 补 一 个 Mabius 带 。 由 于 Möbius 带 到 自身 有 使 边界 贺 周 方 
向 逆转 的 同 胚 (图 7 .3 (b))， 因 此 , 不 管 怎么 烙 补 这 两 个 M6bius 带 
都 得 到 同样 的 结果 ， 

上 面 对 于 在 球面 上 添加 环 柄 和 粘 补 Möbius 带 所 起 的 效果 作 
了 直观 的 描述 ， 为 了 完备 ， 还 应 当 考 虑 这 两 种 手术 混合 起 来 作 的 
情况 。 假 定 我 们 已 经 把 一 个 圆 盘 换 成 了 一 个 Móbius df, 然而 我 
们 决定 再 添 一 个 环 柄 。 那 么 ,在 现在 的 情况 下 ,不 管 是 按 图 ?7.2 (a) 
的 方式 ， 还 是 按 图 7.2(b) 的 方式 去 作 手术 ， 共 结果 是 一 样 的 ， 
因为 ， 设 Möbius 带 为 M， 设 我 们 要 在 它 上 边 贴 附 圆柱 面 的 圆 盘 
为 也 。 从 M 的 边界 圆周 上 的 一 点 到 的 边界 上 的 某 一 点 用 一 条 弧 
相连 ， 然 后 将 这 条 弧 略 微 变 厚 成 为 一 小 条 带子 也， 如 图 7 .4 所 示 。 
WMU BUDD 是 一 条 Mabius 带子 ， 剩 下 只 需 证 明 图 7 .5 中 的 两 个 
空间 是 同 胚 的 。 沿 着 *y 直 线段 将 它们 切 开 就 不 难看 出 二 者 都 是 在 
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长 方形 上 按 同 样 方式 贴 附 上 一 条 管子 。 


HE 7.5 


现 将 我 们 的 讨论 概括 为 下 面 的 结果 ; 
(7.2) ER ARRAMAT, HLEN ON 个 不 相交 
的 国 意 换 成 M5bius 带 ， 所 得 的 曲面 就 是 在 球面 上 将 2m 十 n 个 不 相 
X B i ox Mobius 带 的 结果 。 
3 题 
1. dH 7.6:pEbu  "ZecxdEti5guik. EH. REEF 
AND < 二 二 
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一 个 润 , 并 烙 补 上 一 个 交叉 帆 就 给 出 射影 下面 在 5 内 带 有 自身 交 
尺 的 一 种 表示 法 。 

2. 设 X 是 85? 外 添 一 虚 Pp 所 得 的 集合 。S ?里 点 的 邻 域 如 同 
TRA. qup 的 邻 域 是 形状 如 [U 一 {(0,0,1)}1U {p} 的 集合 ， 基 中 
U 是 (0,0,1) 在 S? 内 的 一 个 邻 域 。 证 明 头 不 是 Hausdorif 空间 ， 
但 局 都 同 胚 于 平面 。 把 和 X 吓 作 一 个 曲面 有 道理 吗 ? 

3. 两 个 曲面 的 连通 和 定义 如 下 。 从 每 个 曲面 挖 去 一 个 圆 
人 盘 ， 荐 将 所 得 到 的 两 个 边界 圆周 用 圆柱 面相 连接 。 假 定 这 个 手术 
是 有 确切 意义 的 (也 就 是 说 ,不管 在 何 处 控 去 圆 盘 ， 以 及 怎样 焊接 
回 柱 面 ， 结 果 都 一 样 ， 所 得 的 都 是 同 脖 的 曲面 )。 证 BH 环 面 与 自 
己 的 连通 和 是 添上 两 个 环 柄 的 球面 ， 射 影 平 面 与 自己 的 连通 和 是 
一 个 Klein Ji, 

4. 环 面 与 射影 平面 的 连通 和 是 什么 ? 


7.2 单纯 旗 分 与 序 向 


为 了 能 够 进一步 讨论 ， 需 要 假设 我 们 的 曲面 是 可 单纯 着 分 
的 。1925 年 Rado 证 明了 现在 认为 是 经 典 的 结果 : 每 个 紧 致 曲面 
可 以 单纯 割 分 。 这 里 我 们 不 想 给 出 证 明 @ ， 我 们 只 是 把 证 明 思 想 
大 上 略 地 提 一 下 ， 赂 去 那 复杂 ， 花 至 有 点 繁琐 的 细节 。 

考虑 把 一 个 用 曲 面 单纯 训 分 的 问题 。 由 于 S 紧 致 并 且 局 部 
同 胚 于 平面 ， 我 们 可 以 找到 S 内 有 限 多 个 闭 圆 盘 ， 使 它们 的 并 集 
就 是 S 。 为 了 站 如 两 个 圆 盘 之 间 构 成 环形 区 域 ， 凡 是 整个 落 在 别 
的 圆 盘 内 部 的 贺 盘 一 律 含 弃 。 假 定 (这 是 困难 所 在 ) 我 们 能 安排 的 
使 这 些 圆 盘 的 边界 在 下 述 意 义 之 下 两 两 很 好 地 相交 ， 即 如 果 丙 个 
图 盘 的 边界 相交 ， 则 它们 交 于 有 限 多 个 点 与 有 限 多 个 缴 。 这 并 非 
必然 ， 例 如 象 x sin(1/x) 这 样 的 曲线 与 x 轴 在 原点 附近 相交 的 情 
襄 。 于 是 各 圆 盘 边界 的 大和 集 自然 地 分 成 了 一 组 弧 ， 我 们 先 在 每 三 


一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 aama 


Q ”读者 可 在 Doyle 和 Moran[25] 找 到 一 个 简单 证 明 。 
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条 或 更 多 条 弧 相 交 之 点 引进 一 个 顶点， 然后 再 在 每 条 弧 的 中 点 引 
进 一 个 顶点 (图 7.7(a))。 这 样 就 产生 了 我 们 所 要 的 单纯 剖 分 的 大 


(4) 


《b) 
图 7.7 


部 分 顶点 和 楼 。 为 了 要 把 单纯 剂 分 中 的 三 角形 也 都 确定 下 来 ， 我 
们 注意 3 很 好 的 分 成 了 同 胚 于 圆 盘 的 分 区 。 于 是 只 需 把 每 个 分 区 
作为 以 某 个 内 点 为 尖 项 的 锥 形 来 剖 分 就 完成 整个 8 的 单纯 章 分 
了 ， 如 图 7.7(b)。 记 有 这 些 看 起 来 似乎 都 不 难 ， 不 过 我 们 强调 一 
下 ， 找 出 适当 的 圆 盘 复 盖 需 要 用 到 较 深刻 的 结果 ， 包 括 Jordan 曲 
线 定 理 的 一 个 比较 强 的 变 体 。 

从 现在 起 假定 所 有 的 曲面 是 可 以 单纯 前 分 的 。 设 5S 为 闭 曲 
Bi hD[K [一 S 为 S 的 一 个 单纯 剖 分 。 可 以 预期 天 具有 某 些 优良 
的 性 质 。 它 的 维 数 是 2 ， 它 按 下 述 的 意义 连通 ， 即 任意 两 个 顶点 
可 用 一 条 楼 道 相 连 ， 每 条 楼 恰好 是 两 个 三 角形 的 面 ， 并 且 每 个 顶 
点 在 至 少 三 个 三 角形 上 ， 这 些 三 角形 次 在 一 起 构成 一 个 以 该 顶点 
为 央 项 的 锥 形 ， 锥 底 是 一 条 简单 闭 多 边 形 曲线 (如 图 7 .8 所 示 ) 。 
用 上 面 大 略 提 过 的 方法 所 造 出 的 单纯 剖 分 自动 地 具有 这 些 性 质 ， 
但 是 ， 也 可 以 直接 验证 用 曲面 的 任何 单纯 剖 分 都 有 这 些 性 质 ( 见 
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习题 7 ) 。 有 共有 这 四 个 性 质 的 复 形 岂 作 组 合 曲面 。 


图 7.8 E 7.9 

现在 我 们 转 而 考虑 序 向 的 构 念 。 图 7.9 显示 当 我 们 把 一 个 给 
定 旋 转 方 向 的 小 圆 沿 着 Möbius $ 的 中 心 圆 运 行 一 周 时 发 生 了 什 
么 。 结 果 是 小 圆 的 旋转 方向 变 成 与 出 发 时 相反 的 了 。 由 于 这 个 原 
因 ， 包 含 Mabius 带 作 为 子 空间 的 曲面 叫 作 是 不 可 定向 的 。 像 环 
i3 Mobius, JF 且 ， 沿 着 它 上 面 的 任何 简单 闭 曲 线 
把 一 个 定向 的 小 圆 运 行 一 周 后 永远 使 小 圆 保持 原来 序 向 不 变 的 曲 
面 则 力作 是 可 定向 的 ， 

利用 曲面 的 可 前 分 性 ， 我 们 可 以 从 另外 一 条 路 来 探讨 这 个 构 
念 。 对 于 一 个 三 角形 可 以 有 两 种 可 能 性 来 定向 ， 或 者 说 ， 给 出 旋 
转 方 向 。 图 7.10 显 示 了 这 两 种 可 能 性 ;表达 三 角形 定向 的 方式 可 
以 用 箭头 ， 或 者 ， 要 严格 的 话 ， 把 三 角形 的 顶点 排 成 适当 的 次 


Uv Ui 


C 


Us Va Uo 7 V. 


7.10 


序 。 当 然 ， 如 果 选 取 次 序 momo 来 确定 某 个 序 向 ， 则 必需 把 经 
过 循环 排列 而 得 到 的 次 序 v2 ,V1 与 0 ,Vs ,Vo 乔 作 是 代表 同一 个 序 
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向 的 。 

这 个 想法 对 任何 维 数 的 单纯 形 都 适用 。 设 4 是 一 个 一 般 的 单 
纯 形 ， 把 它 的 两 种 顶点 次 序 当 作 是 等 价 的 ， 假 如 它们 之 间 差 一 个 
偶 置 换 (除非 4 只 有 一 个 顶点 )。 恰 好 有 两 个 等 价 类 ， 它 们 每 一 个 
就 嘎 作 4 的 一 个 序 向 。 当 然 ， 单 独 一 个 顶点 就 只 能 有 一 个 序 向 。 
现在 假设 选 定 了 顶点 的 一 个 排列 次 序 ， 上 比如 说 ，V0,V1,"…* ,Vi， 从 
而 给 出 了 4 的 一 个 序 向 ， 设 8 为 4 的 处 于 顶点 v ;对 面 的 那个 面 ， 
EK AA ;而 得 到 欧 面 ， 则 B 的 顶点 集合 也 自动 地 得 到 了 一 
AOT. GG 为 偶数 ， 这 个 顶点 次 序 所 确定 的 8 的 序 向 时 作 是 从 
Ad$ S GEBUIETS. di i 为 奇数 ， 则 取 日 的 另外 那个 序 向 作为 诱导 
序 向 。 最 简单 的 情形 是 当选 定 三 角形 的 序 向 之 后 ， 在 三 角形 的 每 
条 边 上 也 给 出 了 指向 。 不 难看 出 ， 这 个 定义 只 同 4 的 序 向 有 关 ， 
不 依赖 于 选 哪个 具体 的 顶点 次 序 来 代表 这 个 序 向 。 

组 合 曲面 天 吓 作 可 定向 ， 假 如 可 以 使 天 所 有 的 单纯 形 相 容 地 
定 出 庙 来 。 相 容 是 指 每 两 个 相 邻 的 兰 角形 在 它们 的 公共 边 上 总 是 
诱导 出 胡 反 前 序 向 。 图 7.11 半 明了 这 个 定义 。 请 读者 自己 对 环 面 


不 相 容 
图 7.11 


与 Klein 瓶 的 单纯 剂 分 进行 实验 ， 对 于 环 面 使 三 角形 相 容 地 定向 
FEFE; Æ Klein 瓶 的 情形 ， 则 总 是 办 不 到 ，。 
Fh: K jes 是 可 定向 曲面 5S 的 单纯 剂 分 ， 则 复 形 天 必然 是 
可 定岗 的 。 这 可 以 照 下 面 的 方式 看 出 。 任 取 天 的 2- 单 纯 形 并 选 定 
一 个 序 向 ， 使 与 它 相 邻 的 单纯 形 相 容 地 定向 ， 如 此 继续 下 去 扩展 
定向 单纯 形 的 范围 ， 克 到 的 一 切 2~- 单 纯 形 都 相 容 地 定 了 向 ， 不 
至 于 中 和 途 受 阻 而 作 不 下 去 。 因 为 车 不 然 ， 就 有 一 鬼 列 不 同 的 2~ 单 
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纯 形 A... Ar 使 得 

(a) A; KA ASTAR, 1S i sk- 

(b 4 与 4 有 一 个 公共 边 ; 

(4A;: 与 4 的 序 向 是 相 容 的 ， 当 1 委 xk—1, {8 Ar, A, 
的 序 向 不 相 容 。 

把 4; 的 重心 与 边 Ai. nA;, 以 及 过 A; nA. Br ARME 
线 相连 当 1! 二 1 时 4,- ;理解 为 4Ak， 当 i 二 Kk 时 4;; 1 理解 为 A 
这 就 给 出 了 |]K | 内 的 一 条 多 边 形 简单 闭 道路 ， 把 它 略 微 增 厚 而 得 
到 一 个 窄 条 形 (图 7 .12)。 由 于 除开 A 与 Ax 之 外 ， 各 三 角形 的 序 
向 是 相 容 的 ， 这 个 纵 条 形 是 |K | 内 的 一 条 Móbius 4$, 这 与 S 为 
可 定向 蜂 面 的 假设 矛盾 。 

下 一 意 我 们 还 要 回 到 曲面 定向 的 问题 ， 将 证 明 若 闭 有 曲面 S 可 
以 据 一 个 可 定向 组 合 曲 面 单纯 剂 分 ， 则 S 的 任何 其 它 单 纯 剖 分 也 
是 可 定向 的 。 

我 们 全 型 到 在 组 合 曲 面 内 将 一 条 多 边 形 曲 线 增 厚 的 想法 ， 由 
于 这 一 类 的 手段 经 常用 到 ， 在 这 一 节 最 后 ， 我 们 给 出 两 个 引 理 使 
这 个 想法 严格 化 。 设 为 组 合 曲 面 ， 虐 为 KK 的 1- 维 子 复 形 、 要 堆 
厚 工 ， 首 先 将 玉 重 心 重 分 二 次 ， 然 后 取出 K? 内 所 有 与 工 相交 的 
单纯 形 ， 这 些 单纯 形 ， 以 及 它们 的 面 共 同 构 成 K? 的 一 个 子 复 形 
(图 7.13)。 最 后 取 这 个 子 复 形 的 多 面体 。 这 样 我 们 就 得 到 | 工 | 在 


图 7.12 


1K 丙 的 一 个 闭 邻 域 ， 厦 且 不 难 证 明 它 与 ] 工 1 有 相同 的 同 伦 型 。 
(7.3)31 理 BUDE USA A. 
证 明 ”关于 树 形 工 的 预 点数 作 归 纳 。 著 了 只 含有 一 个 顶点 w， 
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pg TT 所 得 到 的 正 是 K* 内 以 v 为 顶点 的 单纯 形 的 并 集 这 个 
RADHE v E K 内 的 闭 星 形 ， 记 作 staro, K), RRE 是 组 合 
曲面 ，star(v ,K?) 是 圆 盘 。 若 有 ?个 顶点 ， 取 一 个 “未 端 ?顶点 
v ， 即 这 个 顶点 v 只 在 了 工 的 一 个 楼 三 上 中 。 将 这 条 楼 舍 弈 得 到 少 
一 个 顶点 的 树 形 T, iki. T, 的 增 厚 为 圆 盘 D, jf H. Jug 
厚 T， 只 需 对 口 添加 两 个 闭 星 形 


A — star (È, K?) , B-star(v,K?), 


这 里 4 与 了 都 是 圆 盘 ， 不 仅 如 此 ，4 与 忆 的 交集 是 它们 边界 的 公 


共 部 分 ， 是 一 条 弧 ， 有 A 与 8 的 交集 也 和 如此。 用 引 理 (2.11) 两 次 便 
知 DUA4UB 为 辕 盘 ， 

(7,.4) 引 理 增 厚 一 条 简单 闭 前 多 边 形 曲线 所 得 到 的 或 者 是 
Eug, Ad E Möbius 带 。 

证 明 ”从 曲线 除去 一 条 楼 得 到 KK 内 的 一 个 树 形 。 按 引 理 
(7.3)， 这 个 树 形 的 增 厚 是 一 个 贺 A D. TE AI JR Bl PE HE TF, 
TERED EdpK? fiir RUE S DEHE. [Estar (E, K*) D i 


D 这 样 的 顶点 一 定 存在 ， 因 为 车 每 个 顶点 在 至 少 两 个 楼 上 ， 则 不 难 在 了 内 找到 
一 条 棱 环 道 。 但 T 是 树 形 ， 因 此 不 能 包含 环 道 。 
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t6 1938 EXE T BET BUE ARADI, WRR AMA 
之 一 焊接 star (下 ,K) 与 D， 则 按 引 理 (2.11)， 我 们 得 到 一 个 圆 盘 。 
剩 下 只 需 把 这 个 新 的 圆 盘 边界 上 两 个 不 相交 的 红 粘 合 。 定 义 从 这 
个 圆 盘 到 一 个 长 方形 的 同 有 是 ， 使 得 那 两 个 弧 映 为 -对 对 边 ( 先 在 
两 个 弧 上 定义 同 胚 ， 然 后 扩张 到 边界 的 其 余部 分 ， 最 后 利用 引 理 
(2.10) 扩 张 到 整个 贺 盘 上 )。 问 题 化 为 把 一 个 长 方形 的 一 对 对 边 
粘 合 ;得 出 的 结果 只 有 两 种 可 能 ， 即 圆柱 面 与 M6bius ffr, 
3 B 

5. 假定 我 们 要 单纯 着 分 有 边界 的 曲面 ， 组 合 曲 面 的 定义 需 
要 作 怎 样 的 调整 ? | 

6. iE 为 组 合 曲面 。 证 明 KK 的 三 角形 总 可 以 记 作 T, 
To BERT 382p IS Tí, T, ,之 中 的 一 个 有 一 条 公共 栈 。 建 立 
曲面 |K | 的 以 平面 上 偶数 边 正 多 边 形 来 奏 示 的 模型 ， 按 菜 种 方式 
将 成 对 的 边 粘 合 就 得 到 |K 1。 

7. Gp K [S 为 闭 曲 面 $ 的 单纯 前 分 ， 证 明天 必然 是 
组 合 曲面 。 这 需要 一 些 耐心 。 首 先 ， 局 部 地 用 一 个 连通 性 论证 来 
证 明天 不 能 是 1- 维 的 。 然 后 ， 证 明天 不 包含 维 数 大 于 :2 的 单纯 
形 ， 寿 且 玫 的 每 条 棱 恰 好 在 两 个 三 角形 上 ， 这 里 可 用 类 似 于 定理 
(5 .23) 的 方法 。 最 后 ， 验 证 包含 某 给 定 顶 点 的 天 中 单纯 形 如 图 
7.8 那样 拼 合 在 一 起 。 

8. 设 G 为 有 限 群 ， 作 为 由 同 胚 构 成 的 群 而 作 用 于 闭 曲面 
S ， 使 得 有 不 动 点 的 元 素 只 能 是 CG 的 单位 元 素 。 证 明 轨道 空间 
S /G 是 闲 曲 面 .证 明 即 使 S 可 定向 ，S7G 也 未 必 。 若 S/G 可 
定向 ，S 必 定 也 是 吗 ? 群 作用 时 ， 如 果 有 不 动 点 的 元 素 只 能 是 音 
位 元 素 ， 则 称 为 没有 不 动 点 的 作用 ， 或 称 群 自由 地 作用 ， 

9. 设 天 为 可 定向 的 组 合 曲面 ， 将 它 的 三 角形 相 窜 地 子 以 定 
É FEIA: | 玉 | 一 | | 是 单纯 同 胚 ， 假 定 有 一 个 三 角形 A4， 它 
的 序 向 是 由 顶点 顺序 4,v,w 给 出 的 ， 而 4(A4) 的 序 向 正好 是 所 
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诱导 的 序 向 (4) ,h(V) ,有 (oo) 。 证 明 这 对 于 天 的 任何 其 它 三 角形 
也 成 立 ， 这 时 关中 作 是 保持 序 向 的 。 举 出 一 个 例子 说 明 可 定向 组 
合 曲 面 可 以 有 不 保持 序 向 的 单纯 同 且 。 

10. KATERBA RHE. FG 单纯 的 ， 自 由 的 作用 于 
IK |, 4E. Güs f 25 SR TRSUT Io IEBL RE K*/G 是 可 定向 组 
合 曲 面 。 


7.8 Euler 示 性 数 


US 为 闲 曲面 。 根 据 我 们 的 约定 ， 除 开 一 个 同 胚 以 外 ， 我 们 
可 以 把 3 替换 为 一 个 组 合 曲 面 的 多 面体 ， 所 以 ， 在 这 一 节 我 们 
将 直接 对 |K | 来 进行 讨论 。 

车 工 为 款 维 有 限 单 纯 复 形 ， 定 义 它 的 Euler RERA 


id) cp a, 


其 中 a ELA iR. gb. X Louie h, gL) 
Le TL ES ic got te Zn — fO E. mA P By Euler 示 性 数 是 顶点 
数 减 去 楼 数 。 在 第 1 EPEE, (L) A ZJ] L Htr 
量 。 这 个 事实 的 证 明 将 在 第 9 章 中 给 出 :这 里 我 们 用 不 着 它 。 

(7.5) 引 理 ”对 于 任何 图 形 了 有 X(D 和 1。 等 号 成 立 当 而 且 人 名 
3 TAH. 

证 明 车 人 是 树 形 ,关于 顶点 数 作 归 纳 ， 容 易 证 明 x (TT) 二 1。 
著 工 不 是 树 形 ， 则 它 必然 包含 一 条 环 道 。 从 环 道 除去 一 条 棱 ， 工 
一 下 的 部 分 是 连通 的 ， 但 Euler 示 性 数 增 大 了 ， 这 是 因为 楼 数 减 
1， 和 而 顶点 数 次 有 变 。 继 续 重复 这 个 手续 ， 最 后 将 工 变 成 了 一 个 
BDÉ. Bb. x«l. 

HIRE K EHA hi T 是 K 内 的 一 个 极 大 树 形 ， 从 引 理 
《6.11) 我 们 知道 工 包 含 了 天 的 一 切 顶 点 。 实 现下 列 的 顶点 格式 而 


© 连通 1- 维 复 形 。 
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造 出 了 的 所 谓 对 偶 图 形 FF: 了 的 顶点 是 天 内 三 角形 的 重心 ， 两 个 
这 样 的 重心 在 了 内 张 成 一 个 1- 单 纯 形 ， 当 而 且 仅 尖 相应 的 三 角形 
交 于 一 条 不 属于 了 的 楼 (回顾 图 1.5)。 

第 一 次 重心 重 分 可 以 看 作 天 :内 与 了 不 相交 的 单 纯 形 全 体 
所 构成 的 子 复 形 。 我 们 利用 站 的 这 种 表示 法 来 证 明 全 是 连通 的 。 
HET ,并 且 对 T 也 这 么 作 ( 换 色 话 说 , 取 下: 内 与 相交 的 单纯 形 
作 荐 集 )。 所 得 的 空间 分 别 记 作 N(T) 与 NG。 从 引 理 (7.3) 知 
ik NOD REB, 4RHOTOÉNSNET Ax: — 

(3) N(T) ] N(D) - |K]; 

(b) N(T) 与 N( 丰 ) 的 交集 正好 是 NN(T) 的 边界 园 周 ， 

(c) 了 是 连通 复 形 ， 当 而 且 仅 当 N(T) 是 连通 空间 。 
但 是 N(T) 内 的 任意 两 点 可 以 用 |K | 内 的 一 条 道路 连结 。 设 7,9 分 
别 为 这 条 道路 与 N(T) 边 界 相交 的 第 一 点 与 最 后 一 点 ， 沿 着 所 给 
的 道路 从 x 到 p， 沿 着 N(7) 的 边界 圆周 从 p 到 9 ， 然 后 再 沿 着 
已 给 的 道路 从 9 到 y 。 这 样 就 得 到 了 NT) 内 的 一 条 道路 连结 > 
到 y。 因 此 ， 根 据 上 面 的 (c), 本 是 一 个 图 形 。 


注意 不 一 定 是 树 à 
形 。 图 7.14 显 示 环 面 的 "SS 
一 种 单纯 前 分 以 及 选 定 T 
的 一 个 树 形式 ， 它 相应 
的 了 与 两 个 园 周 的 一 点 
并 集 有 相同 的 同 伦 型 . 

G.65[328 对 于 图 7.14 
qf e ap d KO x (CO «2, 

证 明 选取 于 的 一 个 极 大 树 形 工 ， 莽 如 前 造 出 它 的 对 偶 图 形 
由 于 长 的 所 有 项 点 都 在 内， 对 于 K 的 每 一 个 不 属 于 了 的 楼 
4 DB)—ARR. FEHLT HS TL RRGOE RE JE K B8 — PUE, 故 有 

X (KE) zx (D) - x(Q. 
因此 按 引 理 (7.5) 有 X% GO x2, 
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(7.7) 定理 对 于 任何 组 合 曲 面 人 人 ， 下 列 三 条 是 等 价 的 ， 

(a) | K| P44£ f] — 8 d. K DD GM A5 A PUDE 8 9-8 
IK], 

(b x(K)-—2; 

(c) |K| Fg T 38 d. 

证 明 设 (a) 满 足 。 ERK BECKBUDT, IRHI'US 
XB. RMB TD dun ABDU. Mmi 

xK — x (T) Fr x C) —2, 

MEDR T UUAA E EHI. XAR MGEAT EEIK R 
[Bk 2& S6 38 B 4x HE RS f 6388 0 e RH T RUD, 5 THE 
XS PEDALS T 5j D PHARRR. AE D AERE. 

车 x(KK) 二 2， 则 Xx( 站 必 为 ]， 从 而 是 树 形 。 因 此 |K| 是 两 
AFAA NOD 与 NG) 治 着 边界 圆周 的 并 集 ， 所 以 是 球面 。 

最 后 ， 定 理 (5.20) 的 证 明 告 诉 我 们 球面 上 任何 简单 用 曲线 将 
球面 分 离 。 这 就 完成 了 蕴含 叙 列 

(a) 3» (b) (ea). 

关于 Euler 示 性 数 我 们 还 需要 两 个 结果 ; 它们 的 证 明 则 挪 到 
习题 中 去 了 ， 

(7.8) 引 理 设 章 纯 复 形 上 ,工交 于 一 个 公共 子 复 形 ， 则 

XKUL)=x(K)+x(L) —x(K n D, 
(7.9) 引 理 重心 重 分 使 Euler 示 性 数 不 变 。 


习 题 
11. 证 明 引 理 (7.8) 。 


12. 关于 复 形 的 单纯 形 个 数 作 归 纳 来 证 明 引 理 (7.9) 。 
13. 从 习题 12 导 出 图 形 工 的 Euler 示 性 数 是 | 的 拓扑 不 


14. 设 天 为 有 限 复 形 。 若 CG 单 纯 地 作用 于 |K| UE EIER 
是 自由 的 ， 证 明 
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Xx CK) « |G| * xcK?/6G), 
其 中 | 表示 C 中 元 素 的 个 数 。 

15. 谈天 为 组 合 曲面 。 如 同 习 题 6 那样 在 平面 上 作 |K| 的 
一 个 模型 ， 并 且 仿 了 表示 那个 正 多 边 形 的 边界 曲线 。 按 照 构 作 
| 天 | 所 必需 的 粘 合 将 了 内 成 对 的 楼 粘 合 起 来 得 到 近 内 的 一 个 图 形 
T, WEB (KO 二 x (站 二 1， 然后 从 引 理 (7.5) 导出 引 理 (7.6)。 

16. 接 习 题 15， 若 工 有 那样 一 条 楼 ， 它 的 一 个 端 点 不 属于 
其 它 任何 楼 ， 证 明 在 本 内 必 存 在 两 条 具有 一 个 公共 顶点 的 楼 ， 当 
有 从 了 过 渡 到 了 工时， 这 两 条 楼 围绕 着 公共 顶点 * 折 先 ? 在 一 起 。 从 而 
AH x UO —228 Rm ELK 1S9 8 s EH, 


7,4 剂 补 运算 


现在 我 们 着 手 来 进攻 分 类 定理 ， 手 段 是 对 已 给 的 组 合 曲 面 进 
行 修饰 ， 使 得 Euler 示 性 数 不 断 增 天 。 所 要 作 的 修饰 包括 把 曲面 
的 一 部 分 切除 掉 ， 再 换 上 一 些 另 外 的 东西 ， 因 此 可 以 称 之 为 “市 
补 运算 ”。 我 们 方才 看 到 组 合 曲 面 的 Euler 示 性 数 小 于 等 于 2， 帮 
且 惟 好 当 曲 面 同 胚 于 球面 时 等 号 成 立 。 事 实 上 ， 任 何 一 个 曲面 可 
以 通过 有 限 多 次 的 所 谓 “ 市 补 运算 转化 成 为 球面 。 

图 7.15 显 示 了 我 们 所 指 
的 修饰 应 用 于 双环 面 的 情 
JE. ScHC— 28 P dE a 3 
两 块 的 简单 闭 曲 线 ， 并 将 它 
增 厚 而 得 到 一 个 圆柱 面 。 沿 Cm 
着 这 条 曲线 作 逢 补 运算 的 意 UC 
思 就 是 把 圆柱 面 的 P 部 切 图 7.15 
除 ， 莽 在 产生 的 两 个 圆 洞 上 各 补 一 个 圆 益 。 所 得 到 的 曲面 是 环 
面 。 再 作 一 次 关 补 运算 将 得 到 一 个 球面 。 当 然 ， 如 时 我 们 从 一 个 
不 可 定向 曲面 出 发 ， 曲 线 增 厚 所 得 到 的 很 可 能 是 Möbius ff, 3X 
时 ， 把 带子 的 内 部 市 去 剩 下 的 将 是 只 有 一 个 边界 圆 周 的 紧 致 曲 
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面 ， 然 后 在 这 个 边界 圆周 上 用 圆 盘 封 住 而 成 为 一 个 闭 曲 面 。 

在 上 面 的 画图 示意 中 没有 参照 于 任何 具体 的 单纯 章 分 ， 这 是 
为 了 清楚 ， 也 是 因为 对 于 市 补 就 是 这 么 想像 的 。 但 是 应 当 强 调 ， 
必需 自始至终 限于 组 会 曲面 以 恒 运 用 Euler 示 性 数 作 为 工具 ， 

变 关 为 三 "内 的 组 合 曲面 ， 工 为 简单 闲 多 边 形 曲 线 ， 假 定 它 
是 天 的 子 复 形 ， 着 且 不 分 离 | 天 |。 作 出 第 二 次 重心 重 分 K, HI 
NL, BH EU iMEN. MBAC. ORMA SE LN | x x RE B 
柱 面 ， 或 者 是 Möbius d. EME 天 ?内 与 六 互补 的 子 复 形 ， 就 是 
ik, MA KASL EPIRA AR EAE d E 构成 。 一 
种 可 能 性 是 增 厚 二 给 出 一 个 圆柱 面 ， 则 |A | 是 紧 致 曲面 ， 它 的 边 
界 由 两 个 圆周 组 成 ， 我 们 把 痢 分 两 个 圆周 的 子 复 合 形 叫 作 并 ， 
La。 然后 作出 新 的 组 合 曲面 

K,—MUCL,UCL,, 
x B, HE CLA CLERA EE 内 的 点 ,分 布 在 EE* 的 
异 侧 。 另 一 个 可 能 性 是 增 厚 上 得 到 M6bius 带 , 这 时 ，|MM| 的 边 
界 只 是 一 个 圆周 ， 齐 分 这 个 圆周 的 子 复 形 称 之 为 已， 大 定义 天， 
为 MUCL。 在 两 种 情形 ， 我 们 都 说 天 :是 从 天 沿 藻 世 作 剂 补 运 
算 而 得 到 的 。 

(7.10) 引 理 x (N) — 0, 

证 明 ”仔细 检查 引 理 (7.4) 的 证 明 。NN 由 闭 星 形 star(v, K?) 
Mam, vc L1。 但 组 合 曲 面 内 一 个 顶点 的 闭 星 形 显然 具有 Euler 示 
性 数 1 。 如 果 两 个 这 样 的 星 形 相交 ， 则 它们 恰好 交手 三 个 顶点 和 
两 条 楼 ( 见 图 7.13) ,因此 ， 它 们 的 并 集 的 Euler 示 性 数 为 1+1 一 
(3 一 2) 二 1。 沿 着 工 而 行 ， 每 磁 到 一 个 闭 星 形 就 添 进 来， 这样 来 
作出 和 六。 除开 最 后 一 步 在 每 一 步 所 得 复 形 的 Euler 示 性 数 总 是 1。 
最 后 一 步 将 添加 一 个 闭 星 形 ， 与 上 一 步 得 出 的 子 复 形 有 6 个 公共 
顶点 ，4 RAJ. AE, 

X(OS) 1 1— (6—4) — 0, 
注意 无 论 IN| 为 圆柱 面 或 Móbius 带 ， 证 明 都 能 通过 。 
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AIDE (Ko 9xÓ, 
证 明 ARF LASA, W 
XK a) — x OM) +x (CLD +x C L3) — x (GG) — x(La) 
—XGM) +2, 
若 增 摩 工 给 出 M5bius Ht, Bu 
YX (GC) — x (M) x (CL) —3(0L) —x( M) 十 1。 
将 以 前 的 引 理 一 并 拿 来 便 有 
X CK) — x(K?) — x M) +N) (M. DN) =x (M), 
这 就 完成 了 证 明 ， 

若 天 是 组 合 曲面 ， 且 | 天 | 同 胚 于 球面 ， 则 称 KK 为 组 合 球 面 . 

(7.12) 采 ”任何 组 会 曲 画 可 经 过 有 限 多 次 鹿 补 运算 亦 成 组 合 
球面 。 

证 明 车 x(K) 二 2， 则 KK 为 组 合 球面 ， 我 们 就 不 需要 再 干 什 
么 。 车 x(K) 过 2， 按 定理 (7,7) 有 在 大 ! 内 不 分 离 |K| 的 简单 闭 多 
边 形 曲线 。 以 天 ! 代 赫 瓦 ， 莽 且 沿 着 这 样 一 条 曲线 作 市 补 。 结 果 
将 是 一 个 新 的 组 合 曲面 ， 它 的 Euler ER GHE KAR. 
样 作 下 去 ， 基 后 将 得 到 一 个 Euler 示 性 数 是 2 的 组 合 曲 面 。 

我 们 将 需要 上 比 上 面 的 论证 略微 精细 些 的 结果 。 每 次 我 们 作 鹿 
补 时 ， 将 在 曲面 上 产生 一 个 或 两 个 圆 盘 ， 而 我 们 希望 能 保证 在 以 
后 的 一 连 串 判 补 运算 中 ， 所 沿 的 曲线 避 开 这 些 DU JH. (dnb 
w. REAA CIAA hR RIAA, BARRE 
把 这 个 圆 盘 缩 到 它 自 己 的 某 一 个 三 角形 的 内 部 ， 从 而 离开 那 条 曲 
线 。 不 过 缩小 圆 盘 时 需 机 小 心 ， 不 要 把 任何 其 它 的 圆 盘 又 移 到 了 
与 曲线 相交 的 位 置 。 下 列 引 理 使 我 们 能 实现 合乎 要 求 的 缩小 过 
E. - 

(7,13) 引 理 3 Komemg, HEDKGTA8U. AN 
也 前 一 个 三 角形 。 则 有 Bue RE TAAR 

h (D) =star (A ,K?), 
HLEK HAA 5 DIIS da X dS 3E 2678 E29 1e AF. hh. 
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Wii e ERU AN, HEDIXLTUR Vi Pk AIC 
些 的 圆 盘 D,， 然 后 在 D. POE DAR SI star CA ,K?) ,使 得 |K| 一 
D, 整 个 保持 不 动 。 更 多 的 细节 见习 题 19 一 21。 若 上 是 内 与 D 相 
交 的 一 条 多 边 形 曲线 ， 并 且 我 们 将 沼 着 它 作 齐 补 运算 ， 则 在 进行 
市 补 之 前 先 把 DD 用 star(A KYR, EKA KERS., 

现在 我 们 可 以 证 明 分 类 定理 的 一 中 ， 

(7.14) 定理 每 个 阿 曲 面 同 且 于 标准 闭 曲面 之 中 前 一 个 。 

证 明 ”对 于 任意 闭 曲面 S ， 章 分 它 并 且 在 所 得 到 的 组 合 曲面 
上 作 肇 补 运算 ， 直 到 它 变 成 了 一 个 组 合 球面 。 此 后 ， 音 纯 剖 分 就 
用 不 着 了 ， 我 们 可 以 忘记 它 。 作 完 齐 补 运算 以 后 ， 在 我 们 面前 的 
是 标明 了 一 些 互 不 相交 图 盘 的 球面 。 要 恢复 S. ， 只 需 将 每 一 步 齐 
补 运算 反 过 来 作 ， 即 或 者 抛 除 -- 对 圆 盘 而 在 开口 处 焊接 一 个 圆柱 
面 ， 或 者 控 除 一 个 圆 盘 而 代 之 以 一 个 M6bius dif, 

如 果 我 们 原来 的 曲面 是 可 定向 的 ， 它 不 可 能 包含 任何 M5bius 
带 ， 因 此 ， 逆 转 每 步 乔 补 运 算 时 总 是 先 除去 一 对 圆 盘 ， 然 后 在 它 
们 上 面 添 加 一 个 环 柄 。 这 样 就 得 到 了 一 个 带 有 若干 个 环 柄 的 球 
Ej. HS 是 不 可 定向 的 ， 则 两 类 的 手术 都 可 能 发 生 。 但 是 从 7.1 
节 我 们 知道 ， 在 这 种 情形 ， 除 去 两 个 圆 盘 ， 粘 上 一 个 圆柱 面 ， 就 
和 在 每 个 洞 上 焊接 一 个 Mibius 带 等 价 。 因 此 我 们 得 到 焊接 了 车 
干 个 Móbius 1f sRili, 


图 f.16 EH 7.17 
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17. 图 7.16 中 画 的 直线 代表 Klein 瓶 上 的 三 条 简单 闭 曲 线 ， 
将 每 一 条 曲线 增 厚 ， 断 定 所 得 到 的 是 圆柱 面 还 是 Möbius d£, jf 
描述 沿 着 这 些 曲 线 作 鲁 补 运算 的 效果 。 

18. 用 定理 (7.14) 的 步 又 证 明 图 7.17 所 示 曲 面 同 胚 于 标准 
曲面 中 的 一 个 。 

19. iXoY 5Z'!]Em E^fLOHBIE. H XA B 
—^m, EXHAR AEAEE, HEYZ. 

20. 假定 在 平面 上 已 给 两 个 以 多 边 形 曲线 为 边界 的 圆 盘 , 厦 
且 其 中 一 个 位 于 另 一 个 的 内 部 。 证 明 处 于 两 个 边界 曲线 之 间 的 部 
分 同 胚 于 环形 域 ， 
(最 好 的 提 示 莫 过 
于 图 7.18， 另 外 再 
提醒 读者 ， 平 面 上 
任何 简单 的 多 边 形 
闭 曲 线 是 D] Su 
AH. 图 7.18 

21, 用 引 理 (7.13) 55 2119 9i S. oR HE — APR TRE h: D- 
X, fifi h(D) Y, J£R. 

k (star (A ,K?)) =Z, 
然后 证 明 引 理 (7.13)。 


7.5 曲面 符号 


以 里 (p) 表 示 添 了 Pp 个 环 柄 的 球面 ，M (9) 表 示 链 上 了 4 个 
Möbius 带 的 球面 。 有 两 个 问题 仍然 待 解 决 。 

问题 1 曲面 五 (p) 与 M (9) 的 定义 是 知 完 善 ? 换 句 话 说 , 如 果 
我 们 先 取 一 个 球面 来 添加 一 些 环 柄 (或 Möbius 带 ) ,然后 再 另 取 一 
个 球面 也 添加 同样 数目 的 环 柄 (或 Möbius 415) ,但 添 在 球面 上 与 前 
一 次 不 同 的 部 位 ， 两 次 所 得 的 曲面 是 否 同 胀 ? 

问题 2 标准 曲面 S2, 日 (1) ,MD ,日 (2) ,M (2), 昌 (3) ,以 是 
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1 indi He? 
RURALA 38 PEE B TREATS IE REDE PI IRL E. Jb EIE 

可 定向 的 情形 。 假 定 给 了 带 有 两 个 环 柄 的 球面 。 对 于 每 一 个 环 

柄 ， 如 图 7.19 选 取 一 对 简单 亲 曲 线 围 绕 各 一 次 。 这 一 对 曲线 以 同 


图 7.19 
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一 个 点 为 基点 ， 除 此 之 外 青 没 有 公共 点 ， 假 定 我 们 沿 着 以 a,b 来 
记 的 曲线 按 筋 头 所 指 的 方向 把 曲面 切 开 。 则 我 们 可 以 把 曲面 摊 开 
成 为 一 个 长 方形 ， 在 其 内 部 添加 了 一 个 环 柄 。 再 沿 着 曲线 “ 与 4 
作 一 对 切割 ， 产 生 一 个 八 边 形 的 模型 ， 八 个 边 都 有 适 当 的 标记 
(图 7.20) 。 确 定 了 怎样 成 对 地 粘 合 这 个 多 边 形 也 就 完全 确定 了 原 
来 的 曲面 ， 而 这 些 讯息 却 已 有 效 地 存 赃 于 所 谓 曲 面 符号 内 。 要 得 
到 这 曲面 符号 只 需 按 顺 时 针 方 向 沿 着 多 边 形 依次 读 出 代表 各 边 的 
字母 ， 如 果 某 一 边 上 箭头 指 的 是 逆 时 针 方 向 ， 则 应 加 一 个 一 1 在 
相应 字母 的 右 计 上 。 因 此， 添上 两 个 环 柄 的 球面 具有 曲面 符号 如 
aba-!b-!cde- d-t, 

只 要 继续 一 次 一 次 地 切割 ， 很 清楚 ， 我 们 可 以 给 具有 Pp 个 环 
柄 的 球面 造 出 一 个 模型 ， 它 是 一 个 4p- 边 的 多 边 形 ， 按 符号 


-15-1 -1b5-1 -1b- 
abya bilasb,a, 3b, apgbpa, 1b! 
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TAARIA. H TA A AE di E E358 069 A HG 3 £A E Ta HE 
的 ， 我 们 就 对 可 定向 曲面 回答 了 问题 1 。 

在 不 可 定向 的 情形 ,如 网 7.21 那 样 沿 着 一 条 曲线 切割 Möbius 
带 ， 这 条 曲线 横 穿 过 Mobius 带 一 次 。 请 读者 自己 验证 如 果 RII 
有 9 个 Möbius 和 带 ， 则 得 到 一 个 29- 边 形 ， 相 应 的 曲面 符号 为 
aiaiasas…agdda。 于 是 又 肯定 地 回答 了 问题 1 。 

A T Sg S*,HOD,M (D ,H (2) ,是 互 不 同 胚 的 ,可 
通过 计算 它们 的 基本 群 来 看 出 。 这 里 将 用 .到 van Kampen 定理 
(6.13)。 为 了 说 明 方法 ， 还 是 选择 昌 (2) 作 为 讨论 对 象 ， 从 H (2) 
挖 去 一 个 开关 盘 得 到 一 个 空间 ， 它 以 四 个 圆周 的 一 点 并 集 为 形变 
收缩 核 ， 这 个 空间 的 基本 群 是 自由 群 ZokZok ZZ. a,b,c, 
d 为 生成 元 ， 这 四 个 元 素 是 由 原来 的 四 条 环 道 所 代表 的 。 如 用 C 
Cmn x AZ IBI RU 3 PR , WI ERR aba 57 10do7d ARIS ÉE T 0 (C) 
的 一 个 生成 元 。 因 此 ，van Kampen 定理 给 出 

x.(H(2)){a,b ,c,dlaba lb-iede ld!—e}., 
同样 的 论证 可 以 导出 
7, (H (p)) zz(a,,b,, ap bp 


? 


—-1h-1-— 
a;b;a;ib;'—e), 
i 


以 及 
q 


Je =e}, 


i=} 


m (M (9)) z (a, ,a5, ** , dg 


当然 我 们 已 知道 SEXE. 
如 果 把 这 每 一 个 群 交换 化 ， 换 句 适 说 ， 作 各 个 群 关 于 换 位 子 
FARRE M7 CH (00 JR S RUE 2p. 个 生成 员 的 自由 交换 群 
ZxZx-.xZ, 
而 7, OM (9)) 为 9 个 元 素 2,xa ,xg 所 生成 ， 服 从 于 关系 
(X,Xo xgQ)?-e 
的 交换 群 。 换 为 一 组 新 的 生 成 元 xaxa xq ux, ux, Xs, dE 们 看 
出 这 个 交换 群 是 
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Z, xZx-.xZ, 
共 q—14 3579 JR SR ELT. HPE JE AUD BELL Hn 8E 两 个 都 不 
同 构 ， 可 以 得 出 结论 说 ， 标 淮 曲 面 中 的 任何 两 个 不 同 胚 ， 这 就 完 
成 了 我 们 对 闭 曲 面 的 分 类 。 

且 (p) 趾 作 亏 格 为 p 的 标准 可 定向 曲面 ，M (9) 叫 作 亏 格 4 的 
标准 不 可 定向 曲面 。 一 宇 知 道 一 个 闭 曲 面前 亏 格 以 及 是 否 可 定 
向 ， 这 个 闭 曲 面 就 完全 决定 了 。 | 

到 这 里 ， 我 们 建议 读者 把 Massey [9] 中 给 出 的 关于 闭 曲 面 分 
类 定理 的 另 一 个 (在 历史 上 早 得 多 的 ) 证 明 自 己 作 一 通 。 

近来 拓扑 学 方面 的 许多 工作 围绕 着 关于 流 形 的 研究 ， 这 是 类 
似 于 曲面 的 高 维 对 象 。 一 个 一 维 流 形 ， 或 简 作 1- 流 形 ， 是 一 个 
第 二 可 数 的 Hausdorff 空间 ， 它 的 每 一 点 有 邻 域 同 RR E^. zx 
间 E",S*,P" 都 是 1- 流 形 ; Sx S' 是 闭 的 4- 流 形 ( 闭 ”的 意思 是 
紧 致 连通 ) ;一 流 形 内 的 任何 开 集 是 二流 形 ， 因 此 ，GL(n) 是 nn? 维 
流 形 ; SO m) X —4 ni—-D/21 pig ug e ERI 工 (p ,9) 
都 是 闭 3- 流 形 。 这 方面 的 研究 虽然 取得 了 很 大 进展 ， 但 许多 基本 
向 是 向 未 得 到 解答 。 最 重要 的 是 著 名 的 Poincaré 28. Ange 
达成 问题 的 形式 ， 它 问 道 ， 是 否 每 一 个 单 连通 的 3- 维 闲 流 形 同 上 及 
ERE 

习 RR 

22. 7,220 mih P I HR TRI s [n] Hs? 

23. 如 果 从 闭 曲 面 控 去 两 个 不 相交 贺 盘 的 内 部 ， 苦 将 所 得 
的 责 个 边界 圆 焊接， 将 会 有 什么 结果 ? 

24. 用 分 类 定理 证 明 连 通 和 (习题 3) 的 定义 是 完善 的 。 

25. 假定 每 个 紧 致 曲面 可 以 单纯 剖 分 ， 证 明 紧 致 p 面 的 边 
界 ， 假 如 非 宏 的 话 ， 由 有 限 多 个 不 相交 的 圆周 组 成 。 

26, 证 明 任 何 紧 至、 连通 曲面 ， 同 且 于 从 一 个 闭 ER 面 挖 去 
有 限 多 个 互 不 相交 罗盘 内 部 而 得 的 空间 。 
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27. 球面 家 上 个 孔 所 
得 空间 的 基本 群 是 什么 ? 

28. D H(p,r) ii M 
H (p) EX: H8 Z 的 r 个 
HA Pg up BD edu A 
M (4,5) iU M (9) 控 去 互 不 
相交 的 s A B BEPS S Sr d3 zx 
B. HEB Hp, aT 从 平 
面 上 一 个 (4p 十 3r)- 边 形 区 
域 按 下 面 的 曲面 符号 焊接 它 
的 边 而 得 到 图 7.23 


-15-1 -15- -1 -1 
a,b,aj!bi "05b pa, b, x yx IEPS. PE ma 


《图 7.23 可 以 作为 一 个 提示 ) 。 
29. 求 出 习题 28 所 定义 M (gq,s) 的 一 种 曲面 符号 。 
30, HA H(p,r) 与 M(q,s) 的 基本 群 。 
31. WEB] H(p,r) eH (p' r^) zii p—p/,r—r', M (4q,s) 
=M’ ,s') li 9 二 9 s=; 首 且 找 不 出 p,g,r,s 的 值 使 得 
H(p ,r) =M (4,8), 
32. 把 紧 致 连通 曲面 的 亏 格 定义 作 ， 对 每 个 边界 ILE E 
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— AE Zt 9r pn die UHR. uESI— A RE ECXEOR HE SER RETF 
它 是 否 可 定向 ， 和 它 的 亏 格 以 及 它 的 边界 圆周 的 数目 。 

33. 确定 图 7.24 所 画 两 个 曲面 的 身份 。 从 这 两 个 图 你 能 提 
出 一 个 一 般 性 的 结论 吗 ? 


197 


8. 单纯 同调 
8.1 闭 链 与 边缘 


我 们 已 经 有 了 一 种 办 法 来 区 别 球面 与 环 面 ， 那 就 是 利用 基本 
群 。 球 面 上 的 任意 环 道 可 以 连续 地 缩 成 一 点 ， 换 句 话 说， 球面 是 
单 连通 的 ， 但 是 环 面 则 不 然 ， 基 本 群 是 一 个 可 贵 的 工具 ， 但 也 有 
严重 缺点 。 我 们 可 以 回想 起 一 个 多 面体 的 基本 群 只 傅 顿 于 这 个 多 
面体 所 对 应 复 形 的 2- 维 骨架 ， 这 就 使 得 用 它 来 研究 基本 上 是 2- 维 
的 问题 非常 理想 (比如 区 别 两 个 曲面 )， 但 是 对 于 像 求证 S 不 同 
ET S 这 样 的 问题 ， 基 本 群 就 无 能 为 力 了 。 

为 了 试图 克服 这 种 困难 ， 我 们 对 于 每 个 有 限 单纯 复 形 天 配备 
以 一 序列 群 HqCK), 4—0,1,2,-- WEK B ag 同 调 群 。 这 些 
群 将 利用 天 的 单纯 复 形 结构 来 定义 ， 但 它们 实际 上 只 依 顿 于 多 面 
体 | 天 [的 同 伦 型 ， 从 而 使 得 我 们 可 以 定义 任何 紧 致 可 剖 分 窄 回 的 
同调 群 。 每 个 H.CK) ROS UR HERE Bg 3e gv. — EVI DUB EE TEE 
种 意义 之 下 对 空间 | 天 | 内 (49 十 1)- 维 实 洞 的 量度 。 例 如 ,我 们 将 砂 
到 群 玉 (S4) 为 非 平凡 的 ， 符 合 人 们 的 那 种 感觉 ( 当 把 S4 看 作 位 
于 Es 内 时 )， 即 S4 包 着 一 个 5- 维 的 空洞 。 

复 形 的 同调 群 构 作 起 来 是 很 麻烦 的 ， 为 此 ， 我 们 先 试 试看 给 
出 一 些 动机 和 背景 。 球 面 与 环 面 还 可 以 用 一 种 与 上 面 所 说 不 同 的 
方式 来 加 以 区 别 。 球 面 上 的 每 个 简单 闭 曲 线 使 球面 分 离 ， 因 此 ， 
构成 球面 上 某 个 区 域 的 边 
界 。 对 于 环 面 来 说 ， 情 况 并 
不 是 这 样 : 图 8.1 BH P f 
面 上 三 条 简单 闭 曲 线 ， 其 中 
仅仅 一 个 ， 即 曲线 下， 是 一 
小 块 曲面 的 边界 。 为 了 认 清 
图 8.1 环 面 里 有 空洞 ， 当 我 们 考虑 
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简单 闭 曲线 时 应 当 有 一 种 办 法 把 那些 作为 曲面 块 边界 的 曲线 对 以 
ANE. 

IR. x d) — S 3L UR SHE 8 d XE IRL E CR RE 
伦 前 。 例 如 LE LP i 09 3229 LER 8] c E i TREE 3219 ,但 我 们 知道 
它 代表 基本 群 里 的 一 个 非 单 位 元 素 。 

由 于 以 后 就 会 明白 的 道理 ， 我 们 将 限于 考虑 环 面 的 一 个 选 定 
的 单纯 剖 分 ， 考 虑 这 个 剖 分 之 下 的 定向 多 边 形 曲线 ， 序 向 仍然 是 
用 算 头 标 在 曲线 楼 上 来 表示 。 车 一 条 楼 的 顶点 为 wu， 则 记号 
W, RRM v Sy w ifi zg JJ AR e. e, pus wK 
内 一 个 三 角形 的 项 点， 则 《2>, 切 表示 按 项 点 次 序 wz 而 定向 
的 这 个 单纯 形 ， 因 此 

(u,U,) — Cv ,w,u) — (w,u,v), 

序 向 的 改变 用 一 个 负 号 来 表示 ， 即 | 

(w ,v) — — (v,w), CU, u, w) x — (u,v,w), 
5E I] BE (nw) HL LT E IE 

8(v iw) —w-—v, 
定向 三 角形 (vw BE IE 
Qu v ,w) — (v ,w) t (w,u) + (Uu ,v), 

EX U, vw) 的 边缘 
是 它 的 楼 之 和 ， 每 条 楼 
的 序 向 是 由 三角 形 的 序 
向 诱导 来 的 。 

如 果 把 如 图 8.2 中 
A 那样 的 定向 曲线 看 作 
它 的 各 定向 楼 之 和 图 8.2 

Ac Qu U) (ow) + WX + (c, y) + (ju), 
并 线性 地 定义 它 的 边缘 为 
0A-0(u,v) EO, w+OW, x) +C, y) +I), 
则 显然 各 项 互相 抵消 ， 从 而 有 一 种 形式 化 的 办 法 来 识别 象 4 这 样 
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的 曲线 是 闭 的 ， 或 者 说 没有 边缘 。 其 次 考虑 定向 曲线 已 。 它 也 是 
闭 的 ， 不 仅 如 此 ， 它 包 住 了 天 的 三 个 三 角形 。 如 果 我 们 把 这 三 个 
三 角形 按 图 示 定 向 ， 并 把 它们 的 并 写成 
(e,a,b)+ Ce,b,c)+ (0,0,d), 
且 计 算 边 缘 ， 就 得 到 
0(6,a,b) t-0(e,b,c) --0(e,c,d) 
— (a,b) (5,0) -- (e,a) 3- (b,0) - (0,0) 
4 (6,5) 2- (6,d) +(d ,et (6,0) 
z(a,b)-r (b,0) + (6,8) (5,0) H- (C,0) 
— (b ,e) 4- (c, d) 4- (d,e) — (c ,e) 
— (a,b) + (b,c) + (6,d) + (d,e) + (6,a) 
LI B, 
使 得 如 为 环 面 七 一 块 曲面 的 边界 这 个 事实 有 了 一 个 精确 的 表达 。 
现在 考虑 天 内 定向 楼 以 整数 为 系数 的 线性 组 合 
A 05,0,) t tb Ag (Uk Vk) D, 
Tu HBEIETIBIBUEGITIHIA Hi 
A410 (U1, V1) 十 十 人 DC Ux) 
AA. XXBÉR— TOARGRRGXGUE KR AiE XXTETEDUP AR 
TŻ LAAL CERTE IUR TELE, BRRR 
处 在 于 i- 闭 链 全 体 在 加 法 
2A (ui, Vi) + Dp: Hi, vi) = 3104 7 pn) G,V) 
之 下 构成 一 个 交换 群 。 我 们 记 这 个 群 为 ZK), 
上 内 的 一 个 定 商 的 简单 闭 多 边 形 曲 线 看 作 它 的 定 向 楼 之 和 
时 ， 是 特别 简单 的 1- 闭 链 ， 可 以 称 之 为 初等 1- 闭 链 。 验 证 ZK) 
可 由 这 些 补 等 闭 链 生成 ， 是 一 个 不 难 的 习题 (我 们 建议 读者 去 
作 )。 
回 闫 前 面 的 曲线 昌 ， 我 们 说 一 个 1- 维 闭 链 是 一 个 边缘 闭 链 ， 


© 记 住 ， AG, :)EC- À) (zy2) 总 是 相等 的 。 
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或 简称 边缘 ， 假 如 可 以 找到 定向 三 角形 的 一 个 线性 组 合 ， 它 的 边 

缘 正 是 已 给 的 这 个 闭 链 。 所 有 的 边缘 相当 显然 地 构成 2:( 天 ) 的 

—^-FREB,UO, ， 而 我 们 打算 把 它 忽 略 掉 。 因 此 我 们 作 商 群 
H,(K) —Z, (K) /B,CK), 

趾 作 上 的 1~- 维 同调 群 。 


两 个 闭 链 的 差 如 果 是 一 
个 边缘 , 则 它们 代表 太 (K) 内 -一 
的 同一 个 元 素 ,这 时 ,这 两 个 ~ 
闭 链 叫 作 是 同调 的 例如， LEM 
E 8.3 上 的 闭 链 Z, za 是 同 


调 的 ， 因为 ?1 一 ?2 是 它们 
之 间 管 形 区 域 ( 它 的 三 角形 如 图 示 而 定向 ) 的 边缘 ， 

稳 后 我 们 将 要 看 到 ， 惠 , (K) 同 构 于 QZ 四 2Z， 抬 且 可 以 用 初等 
PI 链 zz. 来 代表 这 个 群 的 生成 
T, XE z, 是 一 个 经 l, z 是 
纬 辑 ， 所 以 ， 任 何 共 它 的 1- 维 闭 
链 必 定 同 调 于 这 两 个 闭 链 的 线性 
组 合 。 例 如 ， 在 图 8.4 H, “X 
HAH A A F zacz WA 
zitz E PAIE ML. 

-为 了 说 明 1- 维 同调 群 定义 的 
动机 与 背景 ， 我 们 一 直 在 同 环 面 
的 一 个 特殊 的 单纯 前 分 打 效 道 。 
但 是 ， 很 显然 ， 我 们 的 作法 对 于 任何 单纯 复 形 天 有 意义 。 不 仅 如 
Jb. 下面 我 们 就 要 看 刘 ， 很 容易 把 这 种 作法 推广 ， 使 得 对 于 每 个 
非 负 整 数 9 有 一 个 同调 群 H4 UO, 


8.2 同调 群 
设 五 为 有 限 单纯 复 形 。 我 们 知道 ， 除 了 项 点 以 外 ， 玉 的 每 个 
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单纯 形 恰好 有 两 禹 不 同 的 序 向 ， 顶 点 则 只 有 一 种 可 能 性 。 一 个 单 
纯 形 经 过 选 定 序 疝 之 后 就 叫 作 一 个 定向 单纯 形 ， 通 常用 记号 0 或 
T eon. 

定义 Ca UO 2g É frg ZR Hz T8] 4- 单 纯 形 所 生成 的 自由 交换 群 ， 
再 加 上 关系 

CC 十 7 一 0， 
这 里 0 与 + 是 同一 个 单纯 形 ， 但 序 向 相反 。 这 个 群 的 每 个 成 员 吓 
作 一 个 9- 维 链 ， 群 Co OO HLIEK Bj 9- 维 链 群 。 注 意 Ca UO 为 自 
由 交换 群 ， 它 的 秩 等 于 天 的 4- 单 纯 形 总 数 。 

一 个 4- 链 可 以 看 作 天 的 定向 9- 单纯 形 的 一 个 整 系数 线性 组 合 
4901 十 下 十 4s0s， 但 这 里 我 们 要 记 住 4( 一 0) 与 (一 加 o 总 是 同一 辣 
事 ， 其 中 一 0 表示 0 将 序 向 反 转 。 

我 们 经 常 要 在 这 些 链 群 上 定义 各 种 同 态 ， 所 用 取 的 步骤 总 
是 ， 先 确定 同 态 在 Ce(K) 的 每 个 生成 元 上 的 值 , 也 就 是 说 ， 在 天 
的 任意 定向 4- 单纯 形 o 上 的 值 ; fS XX RO C-0)-—0 是 否 保 
持 ， 然 后 线性 地 扩张 到 其 它 元 素 。 

一 企 很 好 的 例子 是 边缘 同 态 。 一 个 定向 4- 单 纯 形 的 边缘 是 定 
义 作 将 每 个 (4~1)- 维 面 给 以 诱导 序 向 ,再 把 它们 相 坝 而 得 的 - 
(1-5, 

需要 引进 一 些 记 号 来 写 出 计算 边 绿 的 公式 ， 若 9- 单纯 形 的 顶 
A Vo, t ,Vg ,记号 (vo,… ,vg) 表 示 按 这 个 顶点 次 序 而 E 向 B HR 
纯 形 。 因 此 ， 对 于 0,… ,4 的 任何 置换 9， 有 

(tg , *** ,Ug) 一 Sign O (Uo(o), Voco), 
这 里 signó—-F1 (— D, 24 0 JACME, KRKE E 
向 4- 单 纯 形 Woe ,vq) 的 边缘 为 


O (tg, *** Ug) = (—1) ; (to, *** , Die Ug) , 
其 中 (2 ，， 9, VORTER Ui 所 得 的 定向 《9 一 1)~ 单 纯 
形 。 不 难 验证 ， 改 换 c 的 序 向 时 ， 它 的 每 个 面 上 的 诱导 序 向 也 路 
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着 改换 ， 从 而 
ĝo 0(—0)-0, 
因此 9 决定 了 一 个 同 态 
9:Cq(E) Cq (E), 
在 q— 0 这 个 特殊 和 情形， 我们 定义 单个 顶点 的 边缘 为 需 ， 莽 且 兮 
C CK) —0, 
与 8.1 节 所 说 的 相对 照 ， 很 自然 地 把 同 态 
à:Cq(K) C, (K) 
BgixUEfEK do-£E[r] SE IE Za UO, 


(8.1) 引 理 选 合同 态 


C441 00 =C, (K) >C (K) 
ABA. 
证 明 只 需 验 证 2 二 9o9 施用 于 的 任何 (4 十 1)-~ 维 单纯 形 
时 得 出 的 结果 为 老 。 于 是 
Q? (0 , ， "A 


4411 


=0 CD! Wa,’ D itt ,Vgt+1) 


9-1 


741 ^ ^ 
= (一 Di » (—1)!^7! (n, v, Ut, Uj, tm UGG) 
i= 


j=itl 
4+1 
+% OCD’ Dov (0g, 03, nn SU sm Uaa) , 
由 于 每 个 定向 (4 一 1)- 单 纯 形 
(oo 

在 上 式 右 端 出 现 两 次 ， 一 次 带 有 正 负 号 (一 1) ti, BrEA 
相反 的 符号 (一 1) '+i， 于 是 所 有 的 项 成 对 地 抵 清 ， 

如 来 以 Ba (KK) 表 示 同 态 0:Caqti(K)->Cg(K) 的 像 ， 则 EE 


203 


的 引 理 表明 B, CO 为 Za (K) 的 子 群 。 我 们 称 Ba(K) 为 q- 1&3 5 
闭 链 群 ， 或 简称 4- 维 边缘 群 。 
的 9- 维 同调 群 定义 作 


Ha(kK)=Za(K)/Ba (天 ) 。 


由 9- 闭 链 z 所 确定 的 HO 中 元 素 咱 作 = 的 同调 类 ， 记 作 
[ = ]。 差 为 9- 边缘 的 两 个 4- 闭 链 具 有 相同 的 同调 类 ， 这 时 它们 是 
ERBE, 

RY H UO 按 定义 为 有 限 生成 的 交换 群 。 因此 它 可 以 写 
成 FBT 的 形状 ， 共 中 下 是 有 限 生成 的 自由 交换 群 ( 换 甸 话 说 ， 
是 有 限 多 个 Z 的 直 和 )，T 是 一 个 有 限 交 换 群 。T 的 元 素 就 是 同 
调 群 中 的 有 限 阶 元 素 ， 称 为 近 元 素 。 下 的 秩 ， 也 就 是 当 把 表示 
为 循环 群 直 和 时 ， 直 和 因子 的 个 数 ， 吓 作 的 9- 维 Betti BO FE 
且 用 fs 来 记 。 

习 题 

1. 验证 当 改 换 单纯 形 的 序 向 时 ， 各 个 面 上 的 诱导 序 向 也 跟 
Ad. 

2. 对 于 任何 复 形 ,8 .1 节 所 说 的 初等 1- 闭 链 生 成 21(K)， 

3. 取 图 6.2 所 给 Möbius 带 的 单纯 剖 分 ， 取 定 其 中 一 个 三 
角形 的 序 向 ， 然 后 顺 沿 着 带子 使 三 角形 一 个 一 个 地 定向 ， 使 得 每 
次 取 的 与 以 前 已 选 定 的 序 向 相 容 (当然 ， 走 一 圈 回 到 原来 第 一 个 
定向 的 三 角形 时 ， 不 再 相 容 ) 。 取 这 些 定向 三 角形 的 和 而 得 到 一 
个 2- 维 链 ， 它 的 边缘 是 什么 ? 

4. 设 天 为 图 6.4 所 画 的 复 形 ,假定 作 了 粘 合 使 | 天 | 为 环 面 ， 
把 的 三 角形 这 样 地 定向 ， 使 得 如 果 两 个 三 角形 有 一 条 公共 醒 ， 
则 它们 的 序 向 是 不 相 容 的 。 取 这 些 定向 三 角形 的 和 ， Jtib bg 


Q 用 了 意大利 数学 家 Enrico Betti (1823--92》 的 名 字 命 省 的 。 
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5. 如 同 习 题 4 ， 不 过 这 获 除 了 对 一 个 三 角形 外 ， 其 它 所 有 
三 角形 都 取 相 容 的 序 向 ， 唯 有 那 一 个 三 角形 * 误 ? 取 了 序 向 。 

6. 按 某 种 方式 单纯 地 剂 分 “ 蟾 帽 ? (图 5.11) ， 工 确定 是 否 存 
在 2- 闲 链 。 

7. 证 明天 内 的 任何 闲 链 是 天 上 的 锥 形 中 的 边缘 。 

8. 单纯 地 剖 分 g"， 使 得 对 径 映 射 为 单纯 映射 ， 从 而 诱导 
了 P 的 一 个 单纯 剂 分 。 若 7 为 奇数 ， 在 P^ Sk NA Bid 
一 个 n- 维 闭 链 。 当 7 为 偶数 时 ， 有 什么 困难 ? 

9. d Mobius 带 使 得 中 心 圆 是 一 个 子 复 形 。 将 边界 圆 与 
中 心 圆 定 向 ， 得 到 的 初等 1- 维 闭 链 分 别 焉 作 z2 3 z. ER z A 
WF 27 —2z. 

10. ig | 天 | IEBEE-F AR B e ZATA A Sp T 3 
的 空间 。 将 | 五 | 的 每 个 边界 圆周 定向 ， 着 今 zi,za,zs 表示 所 得 的 
K 的 初等 1I- 闭 链 。 证 明 

[23] =4[21] +a [22]; 
其 中 4= 士 1，p= 土 1。 如 果 将 环 面 换 为 天 lein jd, KE A 同样 的 
E UE 


8.3 例子 


在 这 一 节 我 们 要 算出 几 个 同调 群 。 所 用 的 方法 是 相当 原始 
的 ， 和 着 且 我 们 是 有 意 这 么 作 的 ， 因 为 对 同调 群 进行 任何 比较 系统 
性 的 计算 ， 都 将 使 我 们 走出 太 远 。 且 的 是 为 尽快 地 讲 到 同调 诊 的 
一 些 有 意义 的 应 用 而 作 准 " 
备 。 如 果 希 望 知 道 更 深奥 一 X 
些 的 人 论述 ,网 Maunder[18], 

例 ] K 为 图 8.5 中 所 
画 的 复 形 。 顶点 ViVa, Ug ,U, 
生成 Z4) — C,UO,— FER. 


C,CK) 可 以 看 作 由 定向 1- 单 纯 形 

(Vi, Da) , (0, ,U) , W, Ug) , (Uo Va) , (Ug UO 
生成 的 自由 交换 群 ， 因 此 ， Bo(K) 二 9C1(K) pH 0 一 机 ,V4 一 V1 
Ug — Us ,V4 一 Va;U4 一 Vs ER HABRIA E 01,2 va ,V4 都 决定 同一 
个 同调 类 。 于 是 ， 


H, (K) =Z UO /Bo(K) 
是 一 个 自由 循环 群 ,由 [v1 生成. 
群 Z1(K) 由 初 禾 1- 闭 链 生 成 ， 通 过 观察 可 知 共有 太 个 ， 即 
Z= (U,,U,) + (5,04) + (0,,0,) , 
Z= (Us ,U3) 十 (Ug ,U,) 十 《4 V5), 
Za = (U,,U5) + (75,03) + Wg, Vp 十 (0,,UD, 
再 加 上 一 zza 由 于 zs 二 21 十 ?2， 我 们 知道 ， 2Z1( 太 ) 守 
ZZ， 生 成 元 为 21,zz。 复 形 只 有 一 个 2- 单 纯 形 ， 故 CO 是 
(Wa, Us VO 所 生成 的 无 穷 特 环 群 ， 这 天 示 说 BL(K) 二 9C,(K) 由 
Ô (vo,vV8,04) 一 2 生成 。 因 此 ，1- 维 同调 群 HO Ld F Z, di 
(zi A X. 
最 后 ， 不 存在 2- 闭 链 ， 也 不 存在 维 数 大 于 2 的 单纯 形 ， 因 此 
Hq(K) —x0,4222, 
$012. 若 复 形 K 的 琴 个 顶点 vw 属于 |K | 的 同一 个 连通 分 
支 ， 则 它们 是 同调 的 。 因 为 我 们 可 以 用 一 个 楼 道 vwipa…2ku 连结 
2 到 区 ， 其 中 任意 两 个 相 邻 的 项 点 不 相同 ， 然后 验证 w—Uv 是 
I-A BE (v v) HF (04,03) 十 … 十 (kg) 的 边缘 。 读 者 可 自己 搞 请 楚 
下 面 的 事实 ， 基 不 是 位 于 | 的 同一 个 连通 分 支 的 两 个 顶点 不 能 
同调 ， 工 且 单 个 顶点 的 整数 借 不 为 边缘， 从 而 证 明了 下 面 的 结 
果 : 
(8.2 定理 Hu(K) 是 自由 交换 群 ， 它 的 秩 等 于 | 上 | 前 连通 
分 支 数 。 
例 5 设 K 为 环 面 的 一 个 单纯 剂 分 ， 如 果 把 所 有 的 ~- 单纯 形 
相 容 地 定向 ， 了 到 它们 的 和 ， 着 且 求 边线， 则 单纯 诅 分 中 的 每 条 楼 
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恰好 出 现 两 次 ， 并 且 以 相反 的 序 向 出 现 各 一 次 。 因 此 有 一 个 2- 维 
闭 链 。 不 难 验证 ， 任 何其 它 的 2- 用 链 必 然 是 这 个 闭 链 的 整数 倍 。 
(假设 定向 三 角形 (4a,5,c) 以 系数 4 出 现在 某 个 2- 闭 链 中 , 则 (2， 
0) 必 将 在 它 的 边缘 内 出 现 。 但 由 4 与 6 所 张 成 的 楼 还 在 ， 而 且 只 
能 在 K 的 男 一 个 三 角形 上 ， 这 个 三 角形 的 第 三 个 顶点 用 4 来 记 。 
能 将 4(5,c) 这 一 项 消除 的 唯一 可 能 性 就 是 将 这 个 邻近 三 角形 定向 
为 (4,c,b)， 也 就 是 与 (4,b ,0) 相 容 地 定向 ， 大 以 同样 的 系数 和 4 包 
括 到 我 们 那个 2- 闭 链 中 来 .这 样 对 于 一 个 一 个 三 角形 作 下 去 ,直到 
把 复 形 内 所 有 的 三 角形 部 邯 虑 到 ， 我 们 就 看 到 必需 将 所 有 的 三 角 
形 相 容 地 定向 ， 荐 且 给 它们 以 同样 的 系数 4。) 由 于 在 环 面 的 单纯 
Ho PREIAR, MARAA, TÆ HK) 同 构 于 
Z 


An S Jm EA 8 ek m E EE ILI E EP P A , MRE, 
因为 ， 即 使 我 们 如 同上 面 那样 把 所 有 相 容 定向 的 三 角形 都 包括 进 
来 ， 当 计算 边缘 上 时， 位 于 环 面 开口 圆周 上 的 配 不 能 被 抵消 市 最 终 
将 留 下 。 这 时 ，2- 维 同调 群 是 走 。 

Klein 手 单 纯 章 分 以 后 计算 2- 维 同调 群 也 得 零 。 隔 样 地 ， 也 
是 由 于 不 存在 2- 维 闭 链 ， 但 这 回 是 由 于 另 一 个 不 同 的 原因 。 
Klein 瓶 不 可 定向 ， 不 可 能 把 它 的 一 个 单纯 剂 分 的 全 体 2~- 单 纯 形 
给 以 相 容 的 序 向 。 

注意 2- 维 同调 群 很 顺利 地 帮助 我 们 把 环 面 一 一 一 个 可 定向 曲 
面 ， 与 Klein 瓶 一 一 一 个 不 可 定向 曲面 区 别 开 来 。 

例 4 设 复 形 上 是 一 个 锥 形 ， 换 句 话说 ， 太 同 构 于 一 个 形状 
in CL 的 复 彩 ， 共 中 工 的 维 数 比 K 的 低 一 个 。 设 ”为 天 内 唯一 的 
那个 不 在 工 内 的 项 点， 通常 是 作 天 的 尖顶 。 

锥 形 总 是 连通 的 ， 因 此， 按 定理 (8.2) 有 H,UO =Q。 考 虑 
9 之 0 的 情形 ， 定 义 同 态 4d:Ca (KK) 一 Coqpn(K) 如 下 。 若 的 定向 
4- 单纯 形 0 — (v0,… ,vg) 在 上 内 ,我 们 定义 dlo) — (yo 77,79); 
其 它 情 形 置 4(o) 二 0。 显 然 4(0) 只 依赖 于 0 Bg FF TI CIS RTE 
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来 代表 这 个 序 向 的 特殊 顶点 次序) H HE Ca OR dco) 十 
d(—0)=0, KIE d RETA CO 到 Ca 天) 的 一 个 同 态 。 
可 以 对 任何 定向 4~ 单 纯 形 0 验证 
dio) zc -—d0(o), 
(zn, dic 在 工 内 ， 则 
Od (a) —0 (V, Vg,” , vg) 


3 . ^ 
一 (up, *** QUg) M 5 (—1) tt1l (V, Uo, Uj,t Ug) 


一 5 一 40(c) 。 
另 一 种 情形 留 给 读者 自己 去 验证 .) 因 此 ， 兰 > 是 天 的 9- 闭 链 ， 我 
们 有 
ðd(z)=z— dð (2) =7, 

X e BE dp q- HH EE, Fe HQ(K) —0, HF. 

例 5 iAH Ant- n>, AREARE BHE 
同 构成 的 单纯 复 形 , RD ATA R E HA E BC c B8 AE 
形 。 因 此 ，| 之 "| 同 胚 于 S"。 了 "与 4"t1 站 到 维 数 n ,所 包含 的 恰 
好 是 相同 的 一 些 单纯 形 。 而 4- 维 同调 群 的 定义 不 涉及 维 数 大 于 
9 十 1 的 单纯 形 ， 从 而 

Ho ($1) =H; (An+1) 

当 0 委 94 委 ?一 1 时 成 立 。 但 An AR—^RBOE,. h DL AUS HOS» 
=Z, HQ(5]')—0, Hisasi- WERBEN. DH 
两 个 点 组 成 ， 所 以 按 例 2 A HQ -—ZgGZ,) 

由 于 之 "没有 (十 1) 一 单纯 形 ， 

H, (Q  Z, (0M =Z, (Af), 
又 由 于 Ha (At) 一 0， 我们 有 
Z, (At!) = B, (A^$1) = ôC A, CAP), 

后 者 显然 是 无 穷 循环 群 ， 于 是 H.QIOmZ, dps 的 至 体 n-k 
纯 形 相 容 地 定向 就 得 到 一 个 生成 元 ， 当 然 Hg (31) 50,249, 7 

一 旦 验证 了 同调 群 的 拓扑 不 变性 ， 就 可 把 Ha ( 忆 ") 称 作 n- 

208 


球面 的 同调 群 ， 

例 6 楼 环 道 与 初等 1- 维 闭 链 看 起 来 如 此 相似 ， 所 以 复 形 的 
楼 道 群 与 ]- 维 同调 群 之 间 有 着 紧 窗 联系 是 不 足 为 奇 的 。 

变 | 五 | 是 连通 的 ， 选 定 一 个 顶点 二 作为 基点 。 任 意 一 个 楼 环 
道 avv, US ogv 给 出 一 个 1- 维 闭 链 

z(a) = (V, V) + (Vv) (0,0), 

这 里 当 o= Vi RETA E Wi, Vi), WREE 
之 间 等 价 关 系 的 那 种 运算 之 一 施用 于 一 条 楼 环 道 ， 则 所 得 到 的 楼 
环 道 显然 同调 于 原来 那 一 条 。 因 此 ,对 应 & iza) Z8 1H — LAT 
$:E(QC,v) >H, (K), M o 的 定义 可 知 它 是 一 个 同 态 。 我 们 将 要 
证 明 o 的 核 是 群 E(K,v) 的 换 位 子 群 。 回想 起 栈道 群 E(K,v) 同 
构 于 [天 1 的 基本 和 群 ， 我 们 将 有 下 列 结果 : 

(8.55838. X] K | 是 连通 的 ， 则 基本 群 交 换 化 就 是 天 o4) 
1- 维 同调 群 。 

为 证 明 6 是 满 同 态 ， 只 需 证 明 每 个 初等 1- 维 闭 链 的 同调 类 
在 由 的 像 里 。 但 超 等 1- 闲 链 正 是 一 个 定向 的 简单 楼 环 道 看 作 它 的 
各 个 定向 楼 的 和 ， 比 如 说 

Z = (W, W) + (Wa, We) 二 二 (Ws WD. 

An54x (1/83 i y vg f o Sw, 4H E oywgweKw.y 7, M 
2(0) 二 z1， 正 是 我 们 所 和 需要 的 。 

由 于 Hi(K) 是 交换 群 ，9 的 核 必然 包含 着 E(K,v) 的 换 位 子 
群 。 因 此 ， 只 需 证 明 老 0 为 楼 环 道 使 得 (9) 为 边缘 闭 链 ， 则 {2} 
属于 E(K ,v) 的 换 位 子 群 。 如 前 写 

Q=vVV Us UV, 
BÓ 
z(a) =ô (A0; +e +A), 

其 中 ci 是 天 的 定 向 2-8 HE, de o abie), ARA i 
选取 栈道 yi 连结 到 ct。 楼 环 道 yiaibici 计 等 价 于 平凡 楼 环 道 
v ， 从 而 乘积 
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1 
B= [T Giaibicivi D 
i-1] 


也 是 这 样 ， 于 是 得 到 (287 = lah SEX 
2(yiaibiciy70 — 0 (ai, bi, ci), 

因此 有 2z(087!) 二 0。 但 一 个 楼 环 道 在 0x>z(0) 之 下 上映 为 1- 维 
BIR 0， 仅 当 定 向 楼 (a,5) HE n REP, (b,a) 也 HE n cx, H 
是 定理 (6.12) 中 定义 的 同 态 6:E(K,v)->G(K,L), 在 9 之 下 , 像 
ap^ 这 样 的 环 道 所 代表 的 等 价 类 将 映 为 群 内 一 些 元 素 的 乘积 ,这 
每 个 群 元 素 与 它 的 逆 元 素 出 现 同样 的 次 数 。 因 此 v， 如 果 我 们 先 施 
用 9， 然 后 使 GOK.L) 交换 化 ， 元 素 (057) TE p 250, 1H 0 
一 个 同 构 ， 因 此 ，{ap- = {a} 必然 在 ECK,v) 的 换 位 子 群 内 ， 
这 就 完成 了 证 明 。 

设 为 组 合 曲面 。 则 按 定理 (8.2) HOO —Z, ATRE 
Hi(K)， 只 需 将 K| 的 基本 群 交换 化 。 这 在 第 7 ERKE € 经 作 


xL, 结果 是 


H, (K) 209Z, EIK ATGA 9 的 可 定向 曲面 ， 
(g—DZGZ, 若 |K | 为 亏 格 9 的 不 可 定向 曲面 。 


上 面倒 3 的 论证 表明 当 组 合 曲 面 攻 可 定向 时 H dO 为 Z， 不 可 
定向 时 为 60。 暂时 先 承 认同 调 群 的 拓扑 不 变性 ， 可 写作 
Z, |K | 为 可 定向 曲面 
H,(K) = 


0， 若 不 是 。 
J3 a 
. 计算 下 列 复 形 的 同调 群 : 


(a) 了 到 三 角形 边界 三 个 使 它们 联结 在 一 个 顶点 ， 
(b) 两 个 中 空 的 四 面体 沿 着 一 条 楼 焊接 # 
(c) 一 个 复 形 ， 它 的 多 面体 同 乳 于 Möbius 带 ， 
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(d) 一 个 复 形 ， 它 单纯 地 前 分 圆柱 面 。 

12， 树 形 的 同调 群 是 什么 ? 

13. 证 明 任 何 图 形 与 一 束 圆 周 有 相 同 的 同 伦 型 ， 同 时 提出 一 
个 公式 来 责 达 图 形 的 1- HE Betti 数 。 

14. 计算 “风帆 ? 某 一 单纯 训 分 的 同调 群 。 

15. 补 齐 例 4 中 的 计算 0d (0) — 0 —d0 (05, 

16. 对 于 开 了 8 个 洞 的 球面 ， 试 计算 它 的 某 个 单纯 章 分 的 周 
mA, 

17. E K| HEFTA r Anillo bre T Eh BE Ei H on, 证 
明天 的 1- 维 Betti 数 为 

Pi=2p+r—1, 

天 的 2- 维 Betti 数 是 什么 ? 

18. 3$ | 天 | HÆF M(q,s) (第 7 章 的 习题 28 中 的 定义 ) ， 天 
的 Betti 数 是 什么 ? 

19. P" 的 单纯 前 分 有 怎样 的 n- 维 Betti 数 ? 


3.4 单纯 映射 


K, LAAN, si[Ki>]L] AERA. Js, REH 

每 个 4 构造 一 个 同 态 、 
$a: C4 (0 >C bD) 

记 佳 一 个 单纯 映射 把 童 结 形 线性 地 跨 满 一 个 单纯 形 ， 但 是 ， 
单纯 形 的 维 数 可 以 降低 。 给 了 五 的 一 个 定向 4- 单纯 JE c= (vo， 
,Vg)， 若 所 有 的 顶点 5(00),…,s(ve) 都 不 相同 , 我 们 定义 
sg (0) 为 定向 的 4- 单纯 形 (s(vV0),…,s Og), X c TE Wd 
sg(0) 二 0。 由 于 显然 有 

$4(—0)— —SsQ(9), | 
这 就 决定 了 从 Ca GO 到 Co Q2) 的 同 态 。 
我 们 断言 ，sd 又 转 而 诱导 同 态 
Sq Ha(Kk)-—> Ho (L), 


DT EEA, A5 AH sa PK 5pm bt 25 L Bgpr] Si TF H. 
把 边缘 上 里 为 边缘 。 最 有 效 的 办 法 就 是 用 下 面 的 引 理 : 
(8.4)9|3&8 | 0s4—s4., 0:Cq (K) —C4.,(L), UEH, F 
面前 图 表 可 交换 : 
CK 一 CD) 
| | 
C, aO) MÀ Ci(D) 
证 明 ”我 们 来 证 明 对 于 五 的 任意 定向 4— 单纯 形 0— (vo, n, 
vg) 有 
ISa (0)=sq.0 (0), 
如 果 所 有 的 顶点 SQ ,…,s (vq) 互 异 ,这 是 很 明显 的 。 若 不 然 ， 
设 5(07) 二 s (Vx)， 基 中 7<K。 按 定义 我 们 有 sa(0) 二 0， 从 而 
ðs (0)=0, 但 
q 
s410 (0) = S C7 D fsg (o,e, Vi 09, 
分 析 这 个 和 式 中 的 项 ， 若 工 不 是 了 或 大 则 
$q 1 (Dope SU tU) — 0, : 
剩 下 的 两 项 是 
(—1) Jsq (Voe, Dj, US) 
5 
C D qa Wo, Py m Ug), 
这 两 项 不 为 0， 仅 当 s 把 4 与 vk RAR, HEREZ 
再 没有 别 的 顶点 被 s AAT, 但 这 时 ， 由 于 
Sq 4 Vos ee ,Dy e, Va) 
= (SQ), Sj) Ls) 
—(—0 77 QS) e SOR e 500) 
— (DI sga Qnm SUR e 09) 
这 两 项 又 互相 抵 浓 。 
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现在 看 上 的 任意 49- 闭 链 z， 即 3(z) 一 0。 按 引 理 (8.4) 有 
05g (Z) — 54,0 (2) — 0, 
可 见 se(z) 是 工 的 49- 闭 链 。 类 似 地 ， 若 EBDBe(E)， 则 "一 0c， 
CECgq4i(K)。 但 是 
Osq4 (0) =sgq0(c) —sq(b), 
于 是 有 sg (5b) EDe(Z)。 因 此 
SqGQUO) SZ (L), — sq(BQ() cC BG), 
这 正 是 我 们 所 需要 的 。 
在 结束 这 一 节 时 介绍 几 个 术语 ， 有 助 于 使 以 后 儿 节 的 陈述 简 
化 不 少 。 群 与 同 态 构 成 的 一 个 总 体 | 
eC (KC qa (0-53. C, (K) 9 
ULfEKB$8 BE. idfE CUO, 。 如 果 对 每 个 4 有 同 dS $a:Co(K) 
>C (L) 满足 
0$6,.— $4.49, 
则 把 它们 总 起 来 简 记 作 6:C UO C (D), #4 6 E 作 一 个 链 映 
HB. 
因此 ， 从 天 到 工 的 一 个 单纯 映射 诱导 了 天 的 链 复 形 到 工 的 链 
复 形 的 一 个 链 映 射 。 链 映射 的 重要 性 质 是 它 诱导 了 同调 群 之 间 的 
同 态 
par:Ha(K)—» Ho (D), 
证 明和 上 面 对 于 单纯 映射 所 诱导 链 肌 射 的 这 个 特殊 情形 给 出 的 证 
朋 完 全 一 样 。 
有 时， 在 不 致 引起 混乱 的 前 提 下 ， 我 们 还 要 进一步 简化 记 
号 ， 简 单 地 把 同 态 写成 
biCa(K)—>Ca(L), 
$ ,:Hq(K) HQ(L), 
(8.50 引 理 3: 9:C 10 C (MD 是 第 二 个 链 映 射 ， 虽 
$o$0:C(K) —5C(M) 
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(Po 4) ,— Jo 6,: Ha KHM), 
证 明 留 给 读者 自己 去 完成 (习题 20)。 
8.5 ERED 
这 一 节 的 目的 是 要 证 明 重 心 重 分 不 改变 复 形 的 同调 群 。 为 此 
目的 ， 我 们 将 要 并 明 ， 重 心 重 分 一 个 复 形 可 以 怎样 通过 乏 次 使 用 
一 种 非常 简单 的 ， 称 为 辐 式 重 分 的 运算 而 达成 。 
设 玉 为 复 形 ，A 为 上 的 一 个 单纯 形 ， 设 Vv 为 4 的 重心 。 把 K 
的 单纯 形 接 下 述 方式 分 裂 ， 不 以 4 为 一 个 面 的 单纯 形 毫 不 涉及 。 
dA A4<B,， 命 上 为 日 的 边界 上 的 一 个 子 复 形 ， 由 所 有 的 不 以 4 为 
面 的 单纯 形 构成 ;将 且 替 换 为 以 工 为 底 ，yv 为 居 顶 的 锥 形 如 图 
8.6。 这 样 作 是 有 意义 的 ， 因 为 ， 把 v 添 入 内 任何 单纯 形 鸥 顶 


| B 
L 
r 
v 
A 工 上 以 v 23550 o E 


E 8.6 


点 集合 之 后 仍然 是 一 组 处 于 一 般 位 置 的 点 。 如 此 所 得 的 复 形 记 作 
K^, RINE K^ 是 从 五经 过 辐 式 重 分 单纯 形 4 而 得 到 的 。 


DD 
bd 
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如 果 从 一 个 复 形 关 出 发 ， 按 从 高 维 到 低 维 的 顺序 依次 辐 式 重 
分 的 每 个 单纯 形 ( 同 维 数 的 单纯 形 , 先 分 哪 一 个 ， 后 分 哪 一 个 都 
无 所 谓 )。 于 是 ， 如 图 8 .7 显示 ， 我 们 将 得 到 第 一 次 重心 重 分 。 当 
然 可 以 再 重复 这 个 步 又 术 到 任何 攻 "。 

(8.6) 定理 AK 从 五 经 过 单独 一 个 辐 式 重 分 而 得 到 , 则 天 
5 Kg pu. 

(8.7) 深 重心 重 分 不 改变 复 形 的 同调 群 。 

我 们 要 构造 一 个 链 上 映射 xX:C(K)->C(K')， 并 且 证 明 它 诱导 
同调 群 之 间 的 同 构 。 如 语 往 常 ， 只 需 明 确 x 在 上 的 一 个 典型 的 定 
向 9- 单纯 形 上 怎样 作用 ， 并 相应 地 小 心 注意 是 否 

xC—70)— —X(9). 


i K’ 是 经 过 对 v, " 

I BUE A TETASN a 

分 而 得 到 的 。 若 4 ZN 

是 0 的 面 ， 则 构成 — " 9. vs " 
K'W,c—ZiX NÁ 

车 干 个 较 小 的 9- 单 


"i. AE X X(c) 是 X (09,74, 95) = (VV V2) — (V, Vp, Va) 
天 “的 那 一 个 o8, 
EE K 内 构成 c 图 8.8 


的 各 个 9- 单纯 形 定向 后 之 和 ， 这 每 一 个 小 9- 单纯 形 的 序 向 是 由 
c 原来 的 序 向 诱导 来 的 .图 8.8 举 例 说 明了 这 个 定义 ,更 形 式 化 


o= (Up , et VeV kers", Yq)’ 


HEH. vo, ,vk 是 4 的 顶点 ， 则 
k ^ 
x(0)= 9 (—D ; (V Vo, e, Ujg,ttt UR Uk, e, Ug). 
i70 


车 0 不 以 A 为 面 ， 则 售 x(0)=o， 


(8.8) 引 理 x X t nA Hr 

证 明 不 外 乎 计算 9xg 5 xoi 0 4E K B — ^ BS q- HE 定向 单 
纯 形 上 的 效果 ， 验 证 二 者 是 相等 的 。 这 些 就 留 给 读者 自己 去 作 .。 
昌 然 像 引 理 (8.8) 这 样 的 结果 ， 证 阴 起 来 必定 是 计算 性 的， 可 是 
儿 何 上 的 考虑 总 是 给 出 很 强 的 暴 示 ， 表 明 这 样 的 结论 应 当成 立 。 
X 施 用 于 的 一 个 定向 单纯 形 所 得 到 的 是 分 裂 后 各 定向 单纯 形 之 
和 ， 这 一 点 并 无 出 奇 之 处 ， 关 键 在 于 由 此 而 产生 的 ， 额 外 的 边缘 
都 互相 抵消 掉 。 在 图 8.8 里 ， 这 个 事实 相当 清楚 ， 那 里 有 

Qx, (Ug ,U, , Ug) 
= Ő (V Vr, Vg) — Â (v Vo, Va) 
= yj0 (Vo, Vi, Va) — (V, Va) + (U,U,), 
毫 不 爸 人 感到 意外 ， 称 x 为 重 分 链 映 射 。 于 是 有 辣 态 
x*:Hal(k)—Ha(K’), 
而 我 们 将 证 明 这 些 同 态 是 同 构 ， 从 而 证 明定 理 (8 .6)。 

仍然 全 Uo, ,Vk 表示 人 的 顶点 ，《 表示 4 的 重心 。 设 6 为 
AK! 到 天 的 单纯 映射 ， 它 把 " RR o HEK 的 其 它 顶 点 保 
持 不 动 。 用 同一 个 记号 0 表示 它 所 诱导 的 从 C(K’) 到 C(K) 的 
链 了 映射 。 现 在 对 每 个 9 0x 是 Cs (K) 的 恒 等 同 态 , 按 引 理 (8,5) 
就 知道 ， ; | 

H4,(K) — H4,(QC) —H (K) 
EERE. 

我 们 完全 有 理由 相信 0. DO x. OE. zA K'üjsg-Htüt, 
考虑 z—x900. ELAK 内 所 有 的 以 为 顶点 的 单纯 形 ， 以 及 
它们 的 面 所 共同 构成 的 子 复 形 ， 上 是 以 5 为 尖顶 的 一 个 锥 形 。 而 
且 z 一 Xx9(z) 是 二 的 一 个 4~ 闭 链 ， 这 是 因为 x 与 9 在 上 之 外 为 恒 
等 映射 ， 莽 且 

ð (z — x0 (2) ) 一 D(z) —x08 (z) —0, 
但 是 ， 从 8 .3 节 的 例 4 ， 锥 形 的 同调 是 完 双 知道 的 ， 当 9>>0 时 
l Hq(L) —0,. HD =Z, 
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Ee, 744750 Bb, ife z—x9 00 必 为 工 上 某 一 个 (4 十 1)- 链 的 
边缘 ， 自 然 也 就 是 天 的 一 个 (Gr D- 链 的 边缘 。 换 名 话说，z 
5 x80) 代表 H (KO 内 的 同一 个 同调 类 。 这 就 证 明了 

Ha (KH (K) —BÀHB GC) 


DEPE, Am. WET A, 4—0 的 特殊 情形 留 
给 读者 自己 去 作 。 这 就 完成 了 定理 (8.6) 的 证 明 。 
车 有 ”为 K 的 重心 重 分 ， 则 我 们 可 以 从 KK 出 发 经 过 一 序列 有 
限 多 次 辐 式 重 分 而 得 到 它 。 所 有 相应 的 重 分 链 映 射 选 合 起 来 给 出 
一 个 链 映射 
X:C (K) —C(K"), 


叶 作 重 分 链 映射 。 顺 着 另 一 个 方向 ， 对 应 于 每 个 辐 式 重 分 我 们 有 
一 个 单纯 映射 6 : 它 不 是 唯一 的 ， 但 我 们 约定 每 一 步 选 定 其 中 一 
个 。 这 些 单纯 映射 的 迭 合 仍 用 同一 记号 , 我们 写 9: |K"| 一 |K|， 
像 这 样 造 出 的 映射 将 吓 作 标准 单纯 映射 。 
3 5 

20. IE 5| (8.5), 

21. 核验 重 分 映射 X:C (KE) 一 C (K^) 是 链 映射 。 

22. 通过 验证 Euler 示 性 数 经 过 辐 式 重 分 不 变 ， 而 给 出 重心 
重 分 不 改变 Euler 示 性 数 的 第 二 个 证 明 。 

23. 设 s: 1K"| | L| 间 纯 地 逼近 fF:|K"]—9 L|, # n>m, 
并 且 0: |K"| 一 |K"| 是 一 个 标准 单纯 映射 征明 s6: [K^ | L| 
纯 地 逼近 f: |K"| 一 |L|。 


复 形 的 同调 群 虽 是 用 复 形 的 单纯 结构 而 定义 的 ， 但 却 是 相应 

多 面体 的 同 伦 型 不 变量 。 现 在 我 们 就 来 阐明 为 什么 是 这 样 。 论 证 

之 中 ， 那 些 过 多 的 ， 易 使 初学 者 感到 如 中 五 里 雾 中 的 计算 性 细节 
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主要 定理 是 下 面 的 几 个 : 

(8.9 定理 任何 连续 映射 1:|K1 一 |L| 对 每 个 维 数 诱导 一 
AAS Se Ha KOH DTE, 

(8,100 5838. #7 |K]| de ak, 则 每 个 fx:Ha(K) 
->Ha(K) 3:18 Ep. JPG. GE 两 个 连续 映射 KIIL 
— MI, R]4 —354 3j 

(go ugs o fa: Ha (K) >H M), 


(8.103838. Ap fe IK] L|] 为 同 伦 的 映射 ， 则 对 一 切 ? 
a 
[.— 94: Hq( K) --Hq(L), 


立刻 可 以 导出 : 若 多 面体 LK] 与 [DT 有 相同 的 同 fe 型 ， 则 
太 与 上 有 辐 构 的 同调 群 。 因为， 车 fiK lL 为 同 伦 等 价 ，9 
是 它 的 同 伦 逆 ， 则 迭 合 同 态 


fa 9. 
Hq4(K) —9H,(L) —5Hq(K), 
9. fa 
H (D —H (K) —Hq(L), 


都 是 恒 等 同 态 。 从 而 ， 对 于 每 个 9，fx:Ha(K) 一 Ha(L) 是 辣 
构 。 

因此 ， 若 X 是 紧 致 可 剖 分 空间 ， 则 任意 选 — ^ 3k id 4 
t :| 天 |->X， 厦 且 用 它 来 定义 X 的 同调 群 HaOO, B Ha (X) 二 
好 gs(K)。 无 论 在 样 选 取 音 纯 剖 分 ， 我 们 将 得 到 同一 个 群 (除开 一 
^B. 

我 们 已 经 看 到 一 个 单纯 映射 怎样 透 导 了 同调 群 的 同 态 。 训 不 
奇怪 ， 单 纯 逼 近 定理 (6.7) 使 我 们 能 过 滤 到 任意 连续 映射 的 一 般 


Q 实际 上 应 当 用 更 麻烦 的 记 法 Paar HQ) -H4(L), 
© ”不 要 忘记 在 这 一 章 里 所 有 的 单纯 复 形 都 是 有 限 的 。 
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情形 。 设 产 | 天 | 一 | 三] 连续 ， 选 取 它 的 一 个 单纯 XS ps: | K^ 1 
|L|. i? x:C GO —C UC) 为 重 分 链 贾 射 ， 则 定义 了 所 诱导 的 同 
态 f.SHQOO—HQSO) 29388 [i] zs 
H4(O -> 万 (Km —À H4), 

遗憾 的 是 在 这 个 定义 中 包含 着 一 个 选择 ， 即 单纯 逼近 s P335 
择 。 为 了 要 说 明 这 个 选择 实际 上 不 影响 最 后 的 结果 ， 工 且 为 了 更 
证 明定 理 (8,10) 与 (8.11) ， 我 们 需要 下 列 的 两 个 结果 : 

Q) A GS IK| 一 |L| ARTE REGEGUT IARE! dU 3E os 射 ， 
即 对 K AEASAEACU A, CTXAAXGLL 内 的 单纯 形 了 ,使得 SCA) 
与 4(4) RABAD, Wisp-—12 008 

S,—t,: Hq(K) —Hq(L), 

(2) X f,g:|K|—|L] 3X EFME S BAM, TRR YAHA 
Km， 以 及 一 序列 单纯 映射 51,… ,sn:|K”"| 一 | 上 | ， 使 得 s: 单纯 地 
iuf, s, 单纯 地 逼近 9 ， 并 且 相 邻 的 每 一 对 单 纯 映 fh Si, Sigi 
在 结果 1 的 襄 义 下 邻近 ， 

在 本 节 末 的 习题 24 一 32 中 将 结果 1 与 2 的 证 明 分 解 成 了 比较 
容易 逐个 完成 的 步骤 。 

假定 我 们 按 两 种 不 同 的 方式 单纯 地 逼近 了 一 个 已 给 的 连续 瑞 
射 :1K| 一 1L|, 即 通过 单纯 映射 5: |K”"|->|L| 与 去 | 天 "| 一 | 全] ， 
Hh n>m, 

X1:C(K)>C(K"),  %a:C(K")—>C(K") 
”为 重 分 链 上 映射 ， 并 且 设 6: |K*|->]K”| JE— Aide Big 射 。 
如 果 我 们 想 说 明 无 论 用 s 或 i 来 定义 fx 都 一 样 ， 则 必需 验证 
S Xia Egoi: Ha KOH lL), 
容易 看 出 s6: | 天 "| 一 | E fF: [Kt ]- [L| fg 3& nar, (Bt db 
Æ. Ke, sh 与 t 必然 是 邻近 的 单纯 映射 ， 并且 
ss0r=tr: Ha (K*) —Hq(L), 


由 于 已 经 知道 9， 与 Xz# DREE, RITA 
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DATE SaÜ aXX — SeX 
这 正 是 所 需要 的 。 现 在 就 芙 正 有 了 一 个 完善 定义 的 同 坊 
iHa (K) >H iL), 
我 们 于 是 证 明了 三 个 主要 定理 中 的 第 一 个 一 -定理 (8.9) 。 
定理 (8.10) 的 证 明 定理 的 第 一 部 分 从 同 态 的 构 作 方式 显然 
得 出 。 设 已 给 连续 映射 
IK] ——|L|—|M|. 
我 们 先 选 取 9: | E" 1 |M | 的 单纯 逼近 所 | 二 "| 一 AM ， 然 后 再 选 
取 f: K| > |L] 的 单纯 逼近 s: Kn|— | L'|. 4 
Xx: COO C (Ky, X3: CO») COL") 
为 重 分 链 上 映射 ， 着 且 合 9: 1 一 二 ] 为 一 个 标准 单纯 映射。 E 
下 面 的 由 同调 群 与 它们 的 同 态 构 成 的 图 表 ;: 
Hae(K") ->> H, (Lr") 


. N Ux 
us] s] IE M * 
^u 


不 难 验 证 0s Aeth E f: K^] |L], ts IERI 近 gf: | 天 "| 
一 | 人 |。 因此 
Jx o f 4230 4S sx 
= SXi = (08) 4X1 
= (gof)s 
如 所 和 欲 证 。 
定理 (8.11) 的 证 明 这 从 前 面 的 结果 1 与 2 直接 得 出 ， 因 为 
按 结果 2 中 确立 的 记号 ， 我 们 有 
a= SiXX 32 4X4 "Sn Qz, 
完成 了 不 变性 证 明 以 后 ， 我 们 就 可 以 开始 解决 一 些 有 趣 的 问 
X. 参照 8 ,3 节 的 计算 ， 我 们 知道 ，2>0 Bb, n- 维 球面 的 同调 群 
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HQOn)zZzZ, 
H4Q(S7)zmZ, 
Ha(S") 一 0， T4 q40,n, 


X H,GUyzZogZ, HQ4(59-—0, ?4 4:0, 

BIDEE # mén, X] S" 5 S" 不 具有 相同 的 同 伦 型 。 

证 明 H. (SM ppp Ho, a m-n, 

(8.13) 深 HARRER EE, 2) Bof 35 eN A HR P] 8278 

”证 明 # k E">E' ARE, M 
S"-c-E" — (o) zz E* — (h(0)] 31。 

加 此 按 定 理 (8.2) 必 有 mn, 

(8.14 Brouwer 不 动 点 定理 de B" gk 81 Ej c dj He EE 
消 使 一 点 不 动 ， 

证 明 模仿 5.5 节 中 对 mn 二 2 情形 的 证 明 ， 用 (n 一 1)~ 维 同调 
群 代 阁 基本 群 ( 男 一 种 证 法 见 定 理 (9.18)). 

(8.150 定理 若 h:|K1->S X mid S 的 一 个 单纯 副 分 ， 则 
S 可 完 向 ， 当 而 且 仅 当 必 的 全 部 三 角形 可 忆 相 容 地 定向 。 

证 明 ES 可 定向 ， 在 第 7 章 中 已 经 证 明天 的 全体 三 角形 可 
以 相 窜 地 定向 。 若 8 不 是 可 定向 的 ， 则 可 找到 一 个 单纯 复 形 工 剂 
分 S， 工 的 单纯 形 不 能 相 容 地 定向 。 用 工 来 计算 3 的 同调 得 出 
H,Q8) 二 0。 但 如 果 用 太 来 计算 ， 应 当 得 到 相同 的 结果 ,因此 
H, (KK) 二 0， 这 表明 天 的 三 角形 不 能 相 容 地 定向 。 

习 题 

24, Æ s,t:[K"|— | L| 都 是 1 | K"|— |L] 的 单纯 逼近 ， 证 

BR s 与 圭 是 邻近 的 单纯 映射 。 


25. 设 s, 拓 | 天 -> 人 | 为 单纯 映射 ， 莽 且 假 定 对 每 个 9 有 同 
态 da:Ce (E) C441 (D) 满足 


dq.,0--0dg—t—s:C4(K) Cq(L), 
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证 明 s 5j t 诱导 同调 群 之 间 相 同 的 同 态 。 同 态 (di) 总 起 来 时 作 
5 与 1 之 间 的 一 个 链 同 伦 ， 

在 下 面 三 个 习题 中 我 们 将 造 出 两 个 分 近 单 纯 上 映射 s,t:|K| 一 
L| 之 间 的 链 同 伦 。 先 介绍 一 个 名 词 。 设 0 为 天 的 一 个 定向 单纯 
形 ， 工 内 同时 以 s(c) 与 i(0o) 为 面 的 单纯 形 之 中 最 小 的 一 个 叫 作 
5 的 承载 形 。 

26. 对 于 0 二 vE Co(K)， 当 s(v) 二 tv) 时 定义 do(0) —0, 24 
SELU) 时 定义 do(0) — (SQ) ,t(v))。 验 证 

Odo=t—s:Co(K)—Co(L), 

HH dao) 是 0 的 承载 形 上 的 一 个 链 。 何 处 用 到 了 s 与 上 邻近 这 
一 事实 ? 

27. 假定 对 于 sisqa] 定义 了 同 态 di: Ci OC (上) 
满足 : 

a) d; ô+ əd; —t—s: C, (K) — C,(L), 

(b) dico) 是 0 的 承载 形 上 的 链 。 
车 0 是 的 一 个 定向 4~ 单 纯 形 ， 证 明 

8(t(0) —s(0) —d4.,0(0)) —0, 
HEH, ARANHE eE Cao 使 得 
t(0) —s(0) —dq4 ,0(0)—c, 

关键 在 于 oO 的 承载 形 是 锥 形 。 

28, iR ge(c) 关 人， 并 阐明 你 已 经 用 归纳 法 造 出 了 s 5 6 
BR — $E I8 fe. 

29 ,现在 你 可 以 证 明 邻 近 的 单纯 映射 诱导 同调 群 相 同 的 同 态 
jT. 

30. i f,g:| K]— | L| DER, HAMIS, Di 表示 
对 一 切 xE |K|, foo 5 90) 之 间 的 距离 小 于 5。 取 由 项 点 的 王 
星 形 所 构成 的 | 上 | 的 开 X 3i, ffi 0 是 它 的 Lebesgue $e; 4 
4d(f,9) 过 6/3， 证 明和 集合 

f^ (star(v,L)) (1g? (star(v,L)), v5 L lotis, 
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构成 | 天 | 的 一 个 开 复 盖 。 

31. 用 习题 30 的 结论 求 整 数 人 ， 以 及 一 个 同时 单纯 地 逼近 
F:|K"|--|Z| 与 9:|K"|->|L| 的 单纯 映射 5s: | K" |] 9 |L], 

32. 设 f/,9:| K|- | L| 为 同 伦 的 映射 ,并 设 已 : | 天 | x £59 |L] 
是 它们 之 间 的 一 个 具体 的 伦 移 ， 记 ico 二 F(x,t)。 对 于 给 定 的 
6>>0， 求 整数 n 使 得 

d, uu irana) LE, Orn, 

Hn EIk, EAS rORIB fra 与 for vs EE A iE 
近 ， 从 而 验证 本 节 的 第 2 个 结果 。 

33. 利用 S" RE E" 的 一 点 紧 致 化 这 个 事实 给 出 系 (8.13) 的 
另 一 个 证 明 ， 

34, 将 定理 (8 .14) 的 证 明 详细 作出 来 。 

35。 著 两 个 闭 流 形 同 肽 ， 证 明 它 们 的 维 数 必然 相同 ， 

36, —^r n- 维 带 边 流 形 是 指 一 个 第 二 可 数 的 Hausdorff zx 
H. fg ACEITE", REEF HE 
E:. HAURIRE E" 的 点 到 体 构成 流 形 的 内 部 。 那 种 点 x*， 它 
有 邻 域 U 以 及 同 胚 1:E*->U， 使 得 1(0) 一 x*， 构 成 流 形 的 边界 ， 
证 明 流 形 的 内 部 与 边界 是 不 相交 的 。 若 hh: M->N 为 两 个 n- 流 形 
ZARE, IEB hh 诱导 了 M 的 内 部 与 NN 的 内 部 之 间 的 同 胚 ， 以 
及 MM 的 边界 与 NN 的 边界 之 间 的 向 肛 ，。 
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9. 映射 度 与 Lefschetz 数 


9.1 球面 的 连续 映射 


整个 这 一 章 将 用 来 讲 同 调 论 的 应 用 。 开 始 先 引入 7- 维 球面 自 
身 连 续 映 射 的 “度数 '; 这 是 Brouwer 引进 的 一 个 概念 。 映 射 度 使 
得 人 们 得 以 断定 球面 到 自身 的 两 个 连续 映射 是 否 同 伦 ，。 
选取 n- 维 球面 的 一 个 单纯 齐 分 h: |XK1->S" , HAR EF 
MAH Hu UO 的 一 个 生成 元 [z ]。 对 于 任意 连续 映射 /SS" 一 
S", JH f* RRRA hh |K] >K], #LES S IRE 
f Ha OH, K) 4 [e ESITBCHBHSESHA ZI. 整数 4 n 
作 连 续 映 射 的 映射 度 ， 通 常 记 作 degf。 
剂 分 的 选取 实际 上 不 产生 影响 。 因 为 ， 如 果 按 二 | 上 |~>5" 来 
Bap S". EHOR [w] 作为 瑞 , (ZL) 的 生成 元 ， 则 
Ji cwl) = o fb.) 
—($ ifs, 
其 中 9 ERM AL >K, BE fi 把 HOO. 的 每 个 元 素 
乘 以 4 ， 我 们 有 
fi (m1) — $i! Gió.Qu]D) 
= p3! (C) —A[w], 
换 句 话说， 如 同 我 们 需要 说 明 的 ，f: 将 [tw] 乘 以 同样 一 个 整数 
À 


FE ik da E] A INDE —9:5"S*, WI f*5 
5 是 |K| 到 自己 的 两 个 同 伦 的 有 映射 因此， 诱导 了 从 Hn(K) 到 
Ha (K) ARARE (事实 上 , BRE BE B S] HAIR E Td (e B, 不 
过 我 们 在 这 里 不 证 明 这 件 事 )。 我 们 还 注意 到 ， 对 于 任意 两 个 连 
续 映 射 1,g:S"->S"， 有 
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degf og —degf x degg, 
这 是 由 于 按 定理 (8.10,)(fo9)' 二 f* og9* 给 出 (fj o9) 4 一 J4 ogs, 
显然 一 个 同 胚 的 上 映射 度 必 须 是 土 1; 恒 等 映射 的 度数 是 十 1; 
常 值 映射 ( 即 把 整个 S" 粘 合 为 一 点 ) 的 度数 为 堵 。 由 此 时 HH. S" 
的 恒 等 映射 永 不 同 伦 于 常 值 映射 。 
由 于 S" BED AE EA 都 
可 以 拿 来 使 用 ， 不 妨 选择 一 
起 来 方便 的 ， 苦 且 从 今 以 后 总 会 
WE. izu D EH DA RS 
标 为 1 ， 其 余 坐 标 为 0 的 那个 
Ko, WB 表示 它 的 对 径 点 。 
任意 一 组 这 样 的 点 wii Miu nm, 
vi ;其 中 <i， . 
必定 处 于 一 般 位 置 ， 因此 张 成 图 9.1 
E'H 内 的 一 个 单 强 形 。 Xo x 
样 的 单纯 形 构成 一 个 单纯 复 形 ， 记 作 之 (2 一 2 的 情形 可 见 图 9.1) 


马 的 多 面体 不 是 别 的 ， ERRED! =] COME TES 


EE "所 构成 的 集合 ， 向 径 投影 7; |D >S" 给 出 8" 的 一 个 单纯 剖 
分 。 

从 现在 起 将 HO) 等 同 于 互 。( 忆 ) 一 QZ OD ,并 且 选 定 这 个 
群 的 一 个 生成 元 如 下 。 JEW, vin rua 为 顶点 的 单纯 形 定 向 
如 C= (za 由 它 出 发 将 复 形 内 所 有 的 最 高 维 单纯 形 
傅 式 相 容 地 耶 以 定向 。 之 的 至 体 ?- 单 纯 形 这 样 定 了 向 之 后 的 和 是 
—^n-HWkz ， 我 们 知道 它 生 成 Zu( 己 ) 。 

这 里 产生 另 一 种 方式 来 看 待 deg/。 WI: |D] 9 S" iniit A S 
的 单纯 逼近 s: D" | | 221, 莽 且 将 己 " 所 有 的 最 高 维 单 纯 形 给 以 
从 之 的 定向 单纯 形 诱导 来 的 序 向 。 换 名 话说 ,把 翌 " 内 每 个 ?- 单 绩 
YE tà dn CEO 内 出 现 的 那样 予以 定向 ， 这 里 X:C (20 C OY") 
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为 重 分 链 映 射 。 设 4 为 也" 内 满足 s(r) — 0 的 定向 -单纯 形 f 的 总 
数 ，B 为 满足 s (7) 二 一 0 的 总 数 ， 

(9,1) 定 理 degf —a— B. 

证 明 HEX, RASH, DH, DAA R 


H, (so 5 H,GD, 
其 中 X% AEDE, BHCPISCOH HEZOAUT n Bu t, [8] D4 3f 
HOD ,H,C9 1) 与 1- 闭 链 群 相同 ,因此 ,可 以 重 写 上 面 的 同 态 为 


Z, 5) =Z, (3) —9Z,Gy, 
现在 Xxx(2z) 正 是 ”的 低 体 定向 n- 单 纯 形 之 和 ， 从 sx 定义 的 方式 
知道 定向 单纯 形 0 在 sux CO 内 的 系数 恰好 是 a 一 8， 不 过 ， 
f$ (2) z:8,x 4 (2) = (degf)z, 

于 是 degf 二 0 一 fp， 这 就 是 要 证 的 。 

(9.2) 定理 S"d53p iH JUS EN C— D"! 

证 明 ES ASRR, WU f) voi, Xp — Ubi 
3r, RLS EARE. ER DPA JEn HEC RLOE: 535 
O= (V,,U,, ,Vn41) 相 容 地 定向 。 这 表示 说 ， 当 把 1 换 为 v_ 时 所 
得 的 n- 单 纯 形 必须 定向 如 — (051, Ve, Un) AREF RE 65 1E 
Vo, Uny 所 张 成 的 面 上 与 5 诱导 相反 的 序 向 。 如 果 在 这 个 新 
的 单纯 形 内 将 vs 换 为 六 s*， 则 相 容 的 定向 单纯 形 . 必 为 (5, v.s, 
Us, Uny), 如 此 类 推 。 逐 个 把 4; 换 成 它们 的 对 径 点 ， 我 们 得 到 
的 定 GUAE R C^ D "P Qao Uar, U (np), XE SEPA gk fi nk 
为 (一 1)"fio， 兰 且 没 有 任何 其 它 单纯 形 被 映 为 土 ?。 因 此 ，degf 
-—(-—1h, 

ODR A S^3| B HUI S0 SE EAE DAC RHE 
(一 1) "+l。 

证 明 BIET 点 ， 它 就 经 过 由 
—t) f(x) —tx 


Fox,n- Ia t) f oo) — tx] 
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给 出 的 伦 移 FiS” xls" 同 伦 于 对 径 上 映射 。 因 此 EX 15 uk BF 
有 相同 的 度数 ， 

(9.4) 深 4p n 20 483. ELATI LS" ST BET e REA, 
则 了 有 不 动 点 。 

证 明 任何 同 伦 于 恒 等 映 射 的 连续 映射 具有 度数 1 hR 
(9.3)， 没 有 不 动 点 的 上 映射 应 当 有 度数 (一 1)"t 二 一 1。 

设 群 G 如 同一 个 同 胚 群 而 作用 于 空间 X， 我 们 称 G 自由 地 作 
用 ， 假 如 除了 单位 元 素 外 ，G 的 任何 元 素 没有 不 动 点 。 现 在 假定 
G 自由 地 作用 于 S"， 并 且 n 为 偶数 ， 若 g ,PE G— (e), N 

| degg—degh— (—1)"t!— —1, 
因此 ，deg9gp 一 十 1。 但 这 表示 gh 一 定 有 不 动 点 。 按 假设 ，C 的 
作用 是 自由 的 ， 从 而 gh-e, sd j 一 9 !。 于 是 我 们 证 明了 下 列 
结果 : 

(9.5) 定 理 Sj n 为 偶数 时， 只 有 Z ARFER R TRA 
由 地 作用 于 S"， 

从 第 4 章 关 于 透镜 空间 的 讨论 ， 我 们 知道 任何 有 限 循 环 群 可 
以 自由 地 作用 于 33。 在 高 维 的 奇数 维 球面 上 也 不 难产 生 同 样 类 型 
的 作用 。 

如 果 对 S" 的 每 点 x 给 出 £7 人 的 一 个 向 量 ， 以 x* 为 起 点 ,， 在 x* 
处 急于 S"， 且 当 x* 在 S" 上 变动 时 它 的 端点 v(x) 在 £7"+! 内 连续 地 
变动 ， 则 我 们 说 在 S^ 上 有 了 一 个 连续 的 向 量 场 。 如 果 这 个 场 还 
满足 2”(x) 到 处 不 等 于 * ， 我 们 说 这 个 场 是 无 处 为 需 的 。 当 nn 为 
奇数 时 ,很 容易 造 出 ?上 的 无 处 为 筹 向 量 场 。 因 为 , 若 n 一 2mm -一 1， 
设 * 二 (xl Xi) WS B9 — 0 FE ELTE E ELE C X mai tt — Xon, 
X,,t0,X.) 表示 的 向 量 正 交 于 过 x 的 向 径 。 现 在 我 们 把 x 对 应 于 
以 x 为 起 点 ， 终 点 是 V(X) 二 (Xj 一 Xm Xm — om, Xm HXi e, 
Xom 十 Xm) 就 是 所 要 的 。 

当 了 为 偶数 时 ， 这 样 的 向 量 场 是 找 不 到 的 ， 因 为 由 /2) 二 
v (x) /]v Cx) | 定义 的 连续 映射 显然 同 伦 于 恒 等 喘 射 ， 因 此 ， 按 系 
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(9.4) 必 然 有 不 动 点 。 换 旬 话 说 ， 向 量 场 必定 在 3 的 基点 为 零 。 
于 是 我 们 就 证 明了 下 列 的 结 

(9.6) 定 理 S" 上 看 在 无 处 为 霍 的 连续 向 量 场 ， 当 而 且 仅 当 
n 33-4. 

S EAEAESE Rb 2938 109 xd B p] b E XC 3EESIC AE —- 35 ALIS 
结果 ， 它 有 一 个 外 号 是 作 “ 发 球 定理 ”。 如 果 球 面 的 每 一 点 长 出 
一 根 头 发 ， 要 想 把 这 些 头 发 处 处 平滑 地 梳 拢 在 球 表 面 上 定 将 遭 到 
失败 。 尽 最 大 的 努力 也 只 能 作 到 图 9 .2 中 显示 的 那样 留 下 很 少 一 
两 个 匈 点 。 如 果 能 在 整个 球面 上 将 头发 平 请 地 柄 好 ， 那 么 这 些 头 
发 的 切 向 量 将 给 出 汪 : 上 的 一 个 无 处 为 震 的 连续 向 量 场 与 ?一 2 情 
形 的 定理 (9.6) 了 矛盾 ! 


图 9.2 


但 是 ， 发 环 面 是 可 以 杖 好 的 《图 9.2》 。 事 实 上， 我 们 将 在 
9.4 节 看 到 ， 可 定向 发 曲面 之 中 发 环 面 是 唯一 可 以 处 处 平滑 梳 拢 
的 。 

J3 S 
1. AFEERI zn ARE 8975; 3d. ASRS? 
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的 连续 上 映射。 这 个 映射 的 度数 是 多 少 ? 

2. 通过 对 每 个 整数 上 造 册 一 个 映射 度 为 帮 的 连续 映射 来 证 
明 ， 当 7 之 1 时 S” 到 自身 的 连续 映射 同 伦 类 构成 一 个 无 穷 集 
人 


3. 如 时 连续 映射 f: 5 一 S" 的 度数 不 是 十 1， 证 明了 必 将 
ETARA EHIZA. 

4. ERARA ERAH EFE. 

5. iX 5Y RE"HTE, TRE — iE, ERE x1， 
x, EX AGAR IRL BS A, VY 是 了 内 不 同 的 两 点 , 则 连结 Xi, 如 的 线 
段 与 连结 xs ,加 的 线段 不 相交 。 以 X # 工 表示 所 有 连结 区 内 一 点 与 
Y 内 一 点 的 线段 一 起 拿 来 而 作 的 并 和 集 , 称 为 X 与 Y 的 联合 空间 ,或 
联合 体 。 证 明 联 合 空间 的 一 个 典型 的 点 可 以 写成 tx 二 (1 一 让 y， 
其 中 xEX,VEY，0 乏 1 和 1， 而 且 当 这 个 点 不 在 X 和 Y 内 时 ， 这 
种 表示 是 唯一 的 。 

6. 车 Xs10, 熙 兰 Y， 证 明 X 冰 YY 是 四 面 体 。 更 一 般 地 说 ， 
车 六 是 -单纯 形 ，Y 是 n- 单 纯 形 ， 证 B] XO Y 是 (十 0 十 1 一 音 
纯 形 。 推 导 

B"xBra=B"tnrt!, S” g Smet 

7. 设 有 两 联合 体 基 站 Y 5 X xY', d fiXX', Y 
7 ' 为 连续 上 映射 。 试 设计 联合 映射 的 定义 了 水 8 天 玉 了 一 X 水 了 
EER S 与 9 都 同 伦 于 恒 竺 映射 ， 则 f* 9 也 是 。 

8. 证 明 奇 数 维 球面 是 若干 个 圆周 的 联合 ， 然 后 证 明 奇 数 维 
球面 的 对 径 映 射 同 伦 于 恒 等 映射 

9. ZEFA E SERREIA:SU-S^, g:S"— S7, EH] 

degf  g— (degf) * (degg). 


10, 38 f:57—5" 9E HERR SE, HLE n IUBE, VEI? 必 
定 有 不 动 点 。 更 强 一 些 ， 证 明 或 者 了 有 不 动 点 ， 或 者 它 把 某 点 映 
到 对 径 的 那 一 点 。 
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9.2 Euler-Poincarézx5k 


我 们 提醒 读 考 ， 天 的 4-~ 维 Betti 数 Ba 就 是 日 s(K) 自 由 部 分 的 
秩 数 。 现 在 要 证 明 : 

(9.7) Euler-Poincars AR ATES HIK áh Euler zp 36 由 
TA H 


x(K)= DD bo 

ARnqKSHAE. 

由 于 同调 群 Ha(K)， 从 而 Betti $hg RIIKI mE 型 
AA, ASH O 的 相应 性 质 : 

ODR AARMEN SERAM, di] di Euler 示 性 
Ah. 
xk A £i 3 BS ARARE EER 1 章 中 花 了 不 少 篇 幅 作 过 介 
绍 ， 持 生成 为 后 来 我 们 引进 各 种 概念 与 方法 的 一 个 主要 动力 。 在 
那里 ， 我 们 所 讨论 的 是 频 为 具体 的 “多 面体 ?， 是 由 平面 和 多边形 很 
好 地 拼合 起 来 的 ， 莽 旦 我 们 全 经 作为 定理 (1.2) 而 宣称 ， 如 果 两 
个 这 样 的 多 面体 拓扑 等 价 ， 则 它们 有 相同 的 Euler 数 (定义 作 项 
点 数 减 栈 数 加 面 数 )， 这 样 的 “多 面体 ”可 以 很 简单 地 前 分 成 单 纯 
复 形 ， 只 要 取 每 个 面 的 重心 为 锥 形 尖 顶 ， 各 个 面 的 边界 为 底 作 狼 
形 构造 艾 行 了 。 章 分 所 得 复 形 的 Euler 示 性 数 正好 等 于 原 来 “多 
面体 ”的 Euler 数 ， 这 就 使 我 们 可 以 从 系 (9 .8) 导出 定理 (1.2) 。 

为 了 证 明定 理 (9.7)， 把 Betti 数 的 意义 按 下 述 方 式 略 E 
变 是 便利 的 。 设 想 我 们 把 建立 复 形 同调 群 的 步骤 再 通盘 重复 一 
融 ， 不 过 这 次 在 作 定向 单纯 形 的 线性 组 合 时 允许 用 有 理 数 作 系 
数 ， 说 得 更 确切 一 些 ， 就 是 券 虚 形 式 线 性 组 合 7101 十 "十 ?60。， 
其 中 ac; 是 玉 的 定向 4- 单 纯 形 ，r; 是 有 理 数 。 显 然 ， 这 种 表达 式 
的 双 体 按 自然 的 方式 构成 有 理 数 域 Q 上 的 一 个 向 量 空 间 。 设 W 为 
由 形状 c-r c 的 元 素 在 V 内 所 张 成 的 子 空间 ， 共 中 0 与 + 是 KK 内 
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同一 个 4- 单 纯 形 而 序 向 相反 。 我 们 把 商 空间 V/W npfgK Bye m 
4- 链 (所 构成 的 ) 向 量 空间 ， 记 作 Ca 0€,00,. CqOC,Q) XT RK 
维 数 正 是 六 的 4- 单 纯 形 总 数 。 可 以 引进 边缘 同 态 ， 莽 同 以 前 一 TÉ 
地 用 它 来 定义 有 理 9- 闭 链 ， 有 理 边 缘 闭 链 。 这 上 时候 的 边缘 同 态 是 
Q- 向 量 空间 的 线性 上 映射， 因此 ， 有 理 9- 闭 链 Zg (KK,Q) 与 有 理 边 
kB (K, Q) SZ (K, Q) RC K,O HFA. E 
H4(K,Q) —Zq(K,Q) /Bq CQ) 

HEK B9a-2E78 TOR ERE UAR. 

(9.9 5138. £4,:£ Q- 5 € E IRUH (K, Q 的 维 数 ， 

证 明 RH, O B/E ROC — P RON D ,…，[ze。]， 
[w]e wr b RELER ANA, 0011 88 RECORDED 
的 。 整 系数 9~ 闭 链 z 可 以 看 作 有 理 系 数 闭 链 ， 从 而 决定 了 Ha (K， 
Q) 的 一 个 成 员 ， 记 作 {%} 以 区 别 于 Ha (KK) 内 的 相应 元 SR EZ ). 
设 l 
piae. 

HA-A, Strab; Ek, Wu 
a 


lg Zso 
paH Hp Os 


1 、 
=b; nb; ” (一 个 整 系数 闭 链 ) 


1 


PROS (zi 与 wi 的 整 系数 线性 组 合 )， 
TI” 2 8 


因此 元 素 {21} ms s o (sms Q0 } 张 成 Ha (CQ), 
HWpwl126Ha (K) 内 的 有 限 阶 TR BMA m. Wm 是 某 个 
(9+1)- 维 整 系数 链 的 边缘 。 除 以 rn， 我 们 就 看 出 ww 自己 是 某 个 
(q+ D-H ARESE Mani {ww} 二 0。 因 此 Ha(K,Q) 由 
Íz1) ,* , {Zr 98K X, 
最 后 ， 车 z1,"… ,zs, 的 某 有 理 系数 线性 组 合 是 某 个 (9 二 1)- 维 
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有 还 链 的 边缘 ， 乘 以 所 有 出 现 的 有 理 系 数 分 母 的 积 ， 则 得 到 = 的 

一 个 整 系数 线性 组 合作 为 某 个 整 系数 (9+1)- 维 链 的 边缘， 但 

这 仅 当 各 zi 的 系数 都 是 雳 时 才 可 能 。 因 此 ， 原 来 的 那些 有 理 系 

Ec TERRE, ZRT 0) s (2, HEQ E lor, 
定理 (9.7) 的 证 明 REL 


x(K)= D (—D tgs 


4-0 

其 中 aq 为 下 内 9- 单 纯 形 的 数目 。 我 们 把 Ca (K,Q) 简写 为 Cu， 
并 对 闭 链子 空间 与 边缘 子 空间 作 相 应 的 简化 。 选 取 Cs 的 基底 如 
下 。 由 于 下 没有 (nn 十 1)- 单 纯 形 ，B4 二 0， 从 而 有 是 Za 的 维 数 。 
开始 先 选 取 Zn 的 一 组 基 i, ,23,， 补 充 以 ce? rm son, 使 构成 整 
个 C4 的 一 组 基 。 施 用 9 于 这 一 组 基 的 元 素 给 出 B,-, 的 一 组 基 9c?， 
065, 对 这 一 组 添上 zt 9,22. 使 成 为 2。 ,的 一 组 基 ， 然 
后 再 补充 上 c?-!,…,c3;! ,使 成 为 整个 Ci 的 一 组 基 。 注 意 按 引 
PR (9.9), Zn 的 维 数 减 B, a 的 维 数 正 是 Pau. HE 续 这 样 作 下 
去 。 一 般 的 步 又 是 用 9c 和 1，9c8t1， 作 为 Be 的 一 组 基 ， 补 充 以 
2 ，… ,23。 使 成 为 Za 的 一 组 基 ， 然 后 补充 以 of ，…，c8 ,使 成 为 Cs 
的 一 组 基 。 一 步 一 步 作 下 去 ， 直 到 作出 Zu= Cu 的 基 


1 Li 4 1 0 ."*» 0 
ei, 9e), Fl, ,Tp 


0 


为 止 。 
但 ca 是 Ca 的 维 数 ， 因此 等 于 yy 十 pa «Ys. 于 是 有 
人 (一 D) "aq 一 (一 D)2 Oui y) 
?-0 Q0 
一 pS (— D?f«, 
2-0 


XE B TO qsnid dj yaEAM S OC-D? 8C—D* E EE 
iiyo S Yaai 3, 
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J m8 | 
11， 证 明 标准 可 定向 曲面 的 Euler 示 性 数 为 2 一 29， 其 中 9 


12. 证 明 标 准 不 可 定向 盟 面 的 Euler 示 性 数 为 2 一 9， 其 中 9 


13, 对 于 穿 了 8 个 洞 的 球面 计算 Eulez 示 性 数 。 

14. HH (,7) 与 M (9 ,s) 的 Euler 示 性 数 。 

15， 设 天 与 艺 为 有 限 复 形 。 适 当地 谢 分 | 天 | x | 上 | 而 证 明 

x(IK| X 所 所 三 XGO 天 | -xdarp., 

16, 利用 第 7 章 习 题 14 求 出 透镜 空间 上 (p,q) 的 Eujler 示 人 性 数 。 
然后 写 出 这 个 空间 的 Betti 数 。 

17. x(P') E &/b 2 x(S"xS") 是 多 少 ? 

18， 利 用 习题 15 证 明 盖 维 环 面 7T? = S xStx xS! gy Euler 
示 性 数 为 替 。 然 后 通过 找 出 Zs 在 T" 上 的 以 T? 为 商 空间 的 自由 单 
纯 作 用 而 给 出 第 二 个 证 明 。 


9.3 Borsuk-Ulam 定 理 


为 了 证 明 Euler 示 性 数 的 拓扑 不 变性 ,我们 全 经 “改变 系数 ”， 
从 整 系 数 转 为 有 理 系 数 。 仔 细 检 查 复 形 同 调 群 的 定义 就 发 现 把 整 
数 换 成 任何 交换 群 G 仍然 有 意义 。 一 个 4- 维 链 现在 是 一 个 形式 线 
性 组 合 gote tgp h 9; 是 G 的 元 素 ，0; 是 复 形 上 的 定 
向 4- 单 纯 形 ,着 且 ( 一 9)5 总 是 等 同 于 9 (一 5)。 璋 下 的 构造 可 以 照 
搬 过 来 ， 最 后 得 到 的 是 所 谓 KK 的 以 G 为 系数 的 同调 群 。 我 们 没有 
足够 的 篇 幅 来 作 最 广泛 的 讨论 ， 不 过 要 讲 第 二 个 特殊 情形 ， 即 
Z: 系数 的 情形 ， 

考虑 上 面 写 过 的 线性 组 合 ， 不 过 现在 每 个 系数 09; 或 者 是 0， 
或 者 是 1 ， 寿 且 约 定 这些 系 数 的 相 加 按 mod-2 进 行 。 关 系 ( 一 9)5 
二 9g( 一 0) 这 时 变 为 0 二 一 0( 取 g 二 1)， 换 名 话说， 没有 必要 再 把 


233 


天 的 每 个 章 纯 形 定向 ， 可 以 简单 的 考虑 由 万 的 未 定向 9 单纯 形 作 
成 的 线性 组 合 , 共 中 出 现 的 系数 或 为 0 ,或 为 1 ， 这 样 的 线性 组 合 
旺 作 下 的 “mod-2”9- 链 ,它们 构成 一 个 有 限 生成 的 交换 群 Ca(K， 
Z,)， 它 的 每 个 元 过 都 是 2 阶 的。 注意 “mod-2”4- 链 有 几何 意 
义 ， 它 是 下 办 某 些 4- 单 纯 形 之 和 。 
一 个 4- 单 纯 形 的 mod-2 边 绿 正 是 它 的 各 个 (9 一 中- 维 面 之 和 。 
线性 地 推广 到 单纯 形 和 ， 我 们 得 到 边缘 同 态 
9:C4CK, ZÐ >C 4 (K, Z) 
ERE. x&^ RA ERR EL SES 
0:Cq44 (K, Z,)  Cq (CK, Z5) 
B5 xc K øZ A cita EIRTUSRE, dufE HOC Z). © 
然 ,这 个 群 的 每 个 元 素 具 有 阶 数 2 M HaOC,Z 0 是 有 限 多 个 
忌 : 的 站 和 。 在 现在 的 条 件 下 ， 不 难 重 作 第 8 章 的 不 CE HE Bj. MA 
而 断定 mod-2 同 调 只 与 | 天 { 的 同 伦 型 有 关 ( 素 实 上， 一 个 复 形 以 任 
意 交 换 群 6 为 系数 的 同调 群 由 这 个 复 形 的 整 系数 同调 群 完 全 决 
4E). 
Zz 为 系数 当然 会 使 我 们 丢掉 了 一 部 分 讯息 ， 因 为 有 关 序 
向 的 考虑 被 拱 讲 了， 在 像 环 面 与 人 Klein 狐 这 样 两 个 曲面 的 情形 就 
可 看 出 一 般 ， 这 两 个 曲面 可 以 由 它们 的 整 系数 2- 维 同调 群 很 痛快 
地 区 别 开 来 。 但 是 ， 当 用 Z, 作 采 数 群 时 ，2- 维 同调 群 在 两 个 情 
形 者 是 Za， 因 为 取 曲 面 在 任何 齐 分 之 下 所 有 三 角形 之 和 便 得 到 
一 个 2- 维 闭 链 ， 莽 且 这 是 唯一 的 一 个 非 震 2- 维 闭 链 (如 果 取 这 个 
和 式 的 边缘 ， 单 纯 刘 分 之 下 的 每 一 条 楼 出 现 两 次 ， 由 于 是 mod-2 
进行 运算 ， 这 些 楼 就 消失 了 )。 建 议 读 者 将 每 个 标准 闭 曲 面 的 
mod-2 同 调 群 算出 来 。 
我 们 要 用 Z: 系数 来 给 出 下 列 结果 的 一 个 颇 为 得 力 的 证 明 : 
(9,10) 定 理 设 j 太 3 "一 3 是 一 个 保持 对 径 点 前 连续 映 射 ， 
换血 话说 ， 太 一 z) 三 一 六 z 对 每 一 点 xE3 成立 。 则 了 前 映射 度 
为 奇数 ， 
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ga: 51S" »59, LABES EAS 26 66A. FEBRE] ELRIE HR 
f" 记 映 射 27 f2:| 11 Xl. 

(9.105138. 映射 f" 可 有 一 保持 对 径 点 的 单纯 通 近 s: | "| 
-|Xl. 

证 明 RADER H A RI EXE TEBU 4x0. 尽 可 能 
地 作 有 利 的 选择 使 证 明 变 得 容易 。 如 同 在 定理 (6.7) Htm i d$ 
X. EAH D 的 每 个 顶点 v 可 以 找到 23 的 顶点 满足 


f" (star(v ,21")) Cstar(w, 9), (X) 
注意 车 e:|21| 121 ADHERE, of—fíoó, FERE 


f* (star($ (9) , 3]1)) &star($ (w) , 3, 
选取 ”顶点 中 的 中 数 ， 使 得 每 两 个 都 不 是 对 径 点 ， 并 对 这 里 的 
每 个 顶点 v 选取 轧 内 的 ww 使 得 ( 米 ) 成 立 ， 定 义 s(v) 二 ww， 并 对 于 
D 剩 下 的 顶点 按照 s($ 人 )) 二 四 (tw) 而 完成 的 定义。 定理 
(6.7? 证 明 中 的 第 一 部 分 告诉 我 们 ， 这 个 顶点 映射 决定 了 
f':|31—131 

的 一 个 单纯 逼近 S, ， 莽 且 根 据 构 造 的 方式 ，s 保 持 对 径 点 。 

定理 (9.10) 的 证 明 根据 定理 (9.1) ,我 们 知道 怎样 用 一 个 单 
纯 逼 近来 计算 f 的 映射 庭 。 若 4 与 是 整数 ， 则 4 一 6 atga 
为 奇数 或 同 为 偶数 。 因 此 ， 为 了 要 证 明 f 的 映射 度 为 奇数 ， 只 需 
验证 s 把 21" 内 网 奇数 个 7- 单纯 形 映 满 忆 的 每 一 个 4- 单纯 形 。 
我 们 把 这 一 点 用 mod-2 系数 同调 的 语言 重 述 如 下 , 允 内 所 有 n 
纯 形 之 和 是 唯一 非 需 的 mod-2 n- 闭 链 ， 从 而 给 出 H, (2 ,22) 二 
Za KM, Ha ,Zs) 宇 Z,, 非 壁 元 索 是 忆 " 所 有 的 n- 单 纯 形 
之 和 。 s 把 2” 的 奇数 多 个 mn- 单纯 形 映 满 妃 的 每 个 2 单纯 形 , 当 
而 且 仅 当 s 把 1" 唯一 的 非 妆 mod-2 n-HijSERA 29 289 38 — 7 5 1 
名 话说 ， 当 而 且 仅 当 s Ha QI Zo >H DZ) 为 同 构 。 

还 需要 添 一 些 记 号 。 记 x ADAHA oa 为 顶点 的 单纯 
形 所 构成 的 子 复 形 ， 共 中 1 专 i 十 1。 所 以 ,2lo 只 有 两 个 点 山 ， 


235 


Uis 而 Zn 是 2à4—2] 的 “赤道 ?>。 设 zx 为 Di 的 所 有 人 单纯 
JEU. PRBRIEX C 
Zk= kr tP (Ck), 
这 里 链 ex ELE: Dr AA k- 单纯 形 在 cz AN, 当 而 且 仅 当 
x 中 包含 这 个 单纯 形 的 -单纯 形 以 Vii 为 硕 点 。 双 注意 9 (cx) 一 
ZK 一 le 
车 SG ZQOL,Z0-—H40O,Z90 BUR, M s(cn) 十 
S (cn) 0, 4B s 保持 对 径 点 ， 从 而 与 d 可 交换 ， 这 就 给 出 
S(cn) 十 HS(cn) —0; 
由 于 是 mod-2 运 算 ， 这 就 等 价 于 s(ca) 二 $s (es)。 如 果 这 种 情形 
成 立 ，s (en) 可 写成 
SlCr) — d, $ (44), 
其 中 da A sCeS) H EI oan S TERR pe n-I& OE 之 和 。 等 号 两 
边 取 边缘 ， 我 们 有 
SÒ (Cn) =S (24) =S Cn) FOS (cn) 
=9 (dp) + $0(d4), 
于 是 有 
3s(cn 4) 0 (d4) =P (sCos 十 9(dn))。 
因此 我 们 可 将 忆 的 (一 D)- 链 s(cn 0 Hida E FE SlCr) 0d, 
Sdp t $a) ,这 里 da 是 链 内 以 van+i 为 顶点 的 那些 单纯 形 , 
IREE Us MPERA -ap 的 那些 单纯 形 之 和 。 租 运用 边缘 运 
算 ， 我 们 得 到 
SÒ (0,4) HO? lda) =S (Zp) —8(0,4 9) + OS (05.2) 
=0 (dpa) HÔ lda), 
而 且 我 们 可 以 保持 使 这 个 手续 继续 作 下 去 直到 
8 (zy) =0 (dj) --$0 (dy), 
这 里 4 是 忆 的 1- 维 链 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 s(zo) 不 过 是 MU 
一 对 对 径 硕 点 ， 而 9 (4) E $9 (4) 由 偶数 个 这 样 的 顶点 对 组 成 ， 
这 个 矛盾 证 明了 s(zn) 为 之 HIE mod-2 n-Hjf&, JA ma s e 
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T Ha, ZD 与 Ha (X Zo RN. KERT E PR (9.10) 
的 证 明 。 

上 面 这 个 结果 有 一 些 有 趣 的 推 沦 。 

(9.12) 定 理 3b f[:5"7——5"^ dep pA aA Aad man, 

证 明 imon, ARH f E S EARR m—n^ 54 
35:293: m Vi E H9 n- 维 球面 上 所 得 的 映射 记 作 9。 则 9g 是 从 SS" 到 
s ”的 一 个 保持 对 径 点 的 连续 映射 ， 因 此 ， 接 定理 (9.10) , 9 的 映 
射 底 是 奇数 。 但 9 可 以 扩张 到 (nn 十 1)- 维 球体 上 去 ， 这 个 球体 由 
S” 上 最 后 4 一 n 一 1 个 坐标 为 震 ， 第 (一 操 ) 个 坐标 非 负 的 全 体 点 
构成 ， 因 此 ，9 同 伦 于 常 值 上 映射。 这样 ， 9 RHED, H 
一 个 矛盾 。 

(9.13) Borsuk-Ulam 定理 Hti JSE 必定 将 
S" d — 5o S Sa B x. 

WEBB BA xz) 与 太一 zx) 总 不 相等 。 则 公式 

X) 一 —X 
go) "No, HOR i 

定义 了 一 个 从 S* R SRR RRRA Ru E i 8j. Jy EX 
(9.122 矛盾 。 

(9.14) 采 S" 不 可 能 左 入 在 瑟 " 内 。 

证 明 ” 按 定理 (9.13) ,S" 不 能 同 胚 于 E" 的 任何 子 集 。 

(9.15)Lusternik-Schnirelmann 定理 # 5" 3X) n 140 
所 复 盖 ， 则 这 些 闭 集 之 中 必 有 和 包含 一 对 对 径 点 的 。 

证 明 UA, Ana 为 39" 的 闭 子 集 ， 它 们 的 FE 集 为 整个 
S", dlix, AD RIRA x 到 有 A; 的 距离 ， 倒 

f(x) = (d(x,A) ,- d (x ,A4)), 
则 定义 了 一 个 映射 :5"->E"， 它 是 连续 的 ， 因 此 必然 把 一 对 对 
径 点 粘 合 。 换 名 话说 ， 可 以 找到 一 点 yYES"， 满 足 
d(y, Ap —d(—y,ÁÀ)D, 1 去 :sm。 

dy, A000, *LT1sxixn, Wy 与 一 y 属于 As, 这 是 由 于 
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A, Anp RE S. 5—H# m, 3 d(y,4;) 二 0 对 某 个 i 成 立 ， 
则 由 于 每 个 A AAR, y 与 一 ? 都 属于 Ae 


3 E 

19, 假定 Borsuk-Ulam 定 理 成 立 ， 反 过 来 给 出 定 8B(9.12) 
的 一 个 证 明 。 

20. 为 了 使 定理 (9.15) 的 论证 成 立 ， 只 需 集 合 ASA 
内 的 7 个 为 闭 集 即 可 。 试 检验 一 副 ， 

21. JA S" 到 5S" 的 一 个 连续 映射 可 以 扩张 到 B"**, 则 它 
必定 把 S" 的 一 对 对 径 点 映 为 同一 点 。 如 果 将 假 谨 减 散 到 这 个 连 
续 映 射 的 度数 为 怪 数 ， 证 明 同样 的 结论 成 立 。 

22. (火腿 三 明治 定理 ) i 4 ,4:,4: 为 下 ?内 的 有 界 西 集 ， 
用 它们 定 叉 一 个 映射 f: Ss->E3 如 下 。 一 点 xE€ CE T E PME 
的 一 张 过 点 (0 0, 0, 1/2), WET x 点 处 向 径 的 三 维 超 平面 了 (x)， 
4r [i100 为 A 的 与 x 位 于 P (x) 同 侧 部 分 的 体积 ， 井 且 定 义 

f (x) = 04,60, falx), fa C). 
验证 了 的 连续 性 ， 然 后 对 /应 用 Borsuk-Ulam © Ak E? 内 的 一 
张 把 An An 4 都 平分 为 两 部 分 的 平面 。 

23. 求 出 任意 闭 监 面 的 mod-2 同 调 群 ， 开 与 整 系数 同调 群 
作 上 比较 。 

24. 有 限 复 形 天 的 9- 维 mod-2 Betti X B, 2E X. 作 , HQ(K, 
之 2) 写成 若干 个 Za 的 直 和 时 所 包含 的 项 数 。 证 明 


X D=), 
4-0 

Hp n EKAR, 

9.4 Lefschetz 不 动 点 定理 


设 :XX 一 XX 是 从 一 个 紧 致 可 剂 分 空间 到 自己 的 连 续 映 射 。 
XbiE— ^ EAE kK X, tH n RK RE, Aut 
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AMRA, MEAR HKO Q 上 的 向 量 安 间 ， 同 态 
f£5,:Hq(CGQ) Hq(E,Q) 
为 线性 了 映射。 这些 线性 映射 迹 数 的 交代 和 也 就 是 


$, C70 *trece fi. 


是 作 了 前 Lefschetz 数 ， 记 作 4f。 人 们 可 以 预料 ， 单 ht dl 2x 868 
选择 ， 不 致 于 产生 影响 ， 任 何其 它 的 单纯 章 分 将 给 出 同 一 个 值 
ATf。 我 们 留 给 读者 来 验证 这 一 点 。 

启 然 辣 伦 的 映射 所 诱导 同调 群 的 同 态 是 相同 的 ， 所 以 ， 若 f 
fETS, M A;-A, 

(9,16) Lefschetz 不 动 点 定理 若 4f 寺 0， 则 了 有 不 动 点 。 

为 了 理解 这 个 定理 的 证 明 ， 我 们 看 最 简单 的 情形 ， 即 XX 是 一 
个 有 限 单 纯 复 形 上 的 多 面体 ，f:|K1 一 IK| 为 单纯 上 映射 ,假定 了 
没有 不 动 点 ， 则 对 于 牙 的 任意 一 个 单纯 形 A4， 我 们 知道 1 (4A) 十 
4。 将 天 的 每 个 9- 单纯 形 定向 ， 给 出 向 量 空 间 CK, OER LE 
的 一 组 基 ， 关 于 这 一 组 基 ， 丙 示 线 性 映射 

fq:C4 (K, Q) >C (K, Q) 

的 年 阵 在 对 角 线 上 将 全 是 署 ， 因 此 它 的 迹 数 也 是 老 。 一 个 关键 牲 
的 发 现 ( 由 下 面 的 定理 (9.17) 给 出 ) 就 是 无 论 在 链 的 水 平 ， 或 在 同 
调 类 的 水 平 计 算 Í 的 Lefschtz 数 都 无 所 谓 ， 换 旬 话说 ， 
六 (一 Drtrace fa= Cop aee fax 


给 出 4 三 0。 如同 常见 的 情形 ， 技术 上 的 困难 至 在 于 怎样 从 这 个 
特殊 情况 过 滤 到 一 般 ， 
、  Q.1TDHopf iBECEIB. EK n ROTIR SUUS, B. 0:C (KC, Q) 
>C (K, Q) Akt R] 

D (一 1) "trace $.— 全， (—1)*?trace $4,, 

9-0 q-0 


证 明 如 同 在 定理 (9.7) 的 证 明 那 样 ， 选 取 C(K,Q) 的 一 组 
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“标准 ? 基 。 因 此 ， CaOC, Q) fy dH T FU CR LC 

óc! e DORAL ug eeu cg modu, 
为 了 要 求 定 Ba 关于 这 组 基 用 第 阵 表 示 时 的 对 角 线 元 素 ， 我 们 取 
基 内 的 任意 一 个 元 素 w, $E gq 00 用 基 的 元 素 表 示 出 来 ( 即 写 成 
它们 的 线性 组 合 ) ,然后 读 出 到 的 系数 。 把 这 个 系数 时 作 4(o) 。 这 
样 约定 以 后 ，99 WES 


Yasi Ba 


Yq 
S AGet* e SA Gr ADAC, 
j-71 j=l i=l 


但 ?9 是 链 映 射 ， 就 是 说 060—090, FEA 
4(0c9 1 一 4(c9+1)。 
从 而 


r " [E l 
S (1) trace p= » (DIDA) 
2-0 q-60 j-71 


共 余 的 项 成 对 地 抵消 。 由 于 {z1) ,… ,1{z$@} 构 成 同调 群 Hg (K ,Q) 
的 一 组 基 ， 我 们 有 


q 


vA (5) — trace qs 


这 就 完成 了 征明， 

定理 (9.16) 的 证 明 RRE SRATH 点 ， 从 而 f" 也 如 
此 ， 设 法 来 证 明 

A; —0, 

包含 |K1 的 欧 氏 空间 使 1K ASEE., AF 没有 不 动 点 ， 在 
IKI 上 由 x imd oc, f* (x)) 给 出 的 实 值 丽 数 永 不 为 39, FE 且 由 于 : 
IK| 紧 和 至， 这 个 连续 丽 数 达到 它 的 下 确 界 6>0。 必 要 时 换 成 一 个 
重心 重 分 ， 不 姥 假设 KK 的 网 距 小 于 8/3, 

选取 产 :| 天 "| 一 | 天 [的 一 个 单纯 逼近 s: KK), FEA 
同 过 去 令 X:C(K,Q) ->C (K",Q@) 表示 重 分 链 映射 。 按 定义 /4 为 
X5 £r In] d 


240 


H,O,Q — 5H, ,0 — HS Qo, 
因此 ， 根 据 Hopf 迹 数 定理 只 需 证 明 每 个 线性 映射 
SgXq: C a (K,Q) —Cq(K,Q) 
BERAZ, XU P A,—0. 

设 ca 为 五 的 一 个 定向 4- 单纯 形 ， 设 * 为 天 "的 一 个 定向 2-3 
纯 形 位 于 链 Xe (90) b. Bb: 包含 在 内 。 若 xEr， 由 于 s 单 
asc 产 ， 我 们 有 

d (s(x) ,f* G0) «8/3, 
于 是 必然 有 d(x,s 00) 2256/3, Kyco, W|d(x,y) «6/3, Bum 
d(y,s(x)) >>6/3。 这 表示 说 s(x) 与 yy 不 在 KK 的 同一 个 单纯 形 内 ， 
因此 s (7) 六 9。 因 而 ， 单 纯 形 在 链 saxa (0) 内 的 系数 DU 3E, XX 
sqxXq 二 0， 正 是 所 需要 的 ， 

如 同 第 5 章 ， 我 们 说 空间 X 具有 不 动 点 性 质 ， 假 如 拒 到 自己 
的 每 个 连续 映射 有 不 动 点 。 

(9.18) 定 理 与 一 点 有 相同 有 理 同调 群 交 紧 致 可 误 分 空间 具 
有 不 动 点 性 质 。 i 

证 明 wiam hK X, HRK mR. X 
假设 ， 结 果 应 是 HK ,Q)—Q, H(K,Q)=0, 34470, KiE, 
对 于 任何 连续 映射 XX, FFA Ji RRES, X 
由 于 HK, O=, |K RATE. [B HQCCXC, Qo 由 天 的 
住 计 一 个 顶点 的 同调 类 所 生成 ， 因 此 ，fx:Q->Q 为 恒 等 线 性 变 
换 。 这 表明 Ay 二 1， 故 了 有 不 动 点 。 

这 个 定理 的 一 个 直接 的 系 是 Brouwer 不 动 点 定理 的 第 二 个 证 
明 ， 而 且 可 以 更 强 一 些 ， 我 们 看 到 任何 可 缩 的 紧 致 可 章 分 空间 具 
有 不 动 点 性 质 。 回 想起 射影 平面 P? 的 整 系数 同调 群 为 Ho(P?) 二 
Z,H(P?) 寺 2Z,,Ha(P’) 一 0， 当 49 之 2。 因 此 ,有 理 同调 群 与 一 点 
的 相同 ， 从 而 导出 射影 下面 到 自身 的 任何 连续 映射 有 不 动 点 ， 

若 义 为 紧 致 可 剂 分 空间 ， 恒 等 映射 1x 的 Lefschetz 数 按 定理 
(9.7) 就 是 区 的 Euler 示 性 数 。 由 于 同 伦 的 映射 有 相同 的 Lef- 
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schetz 数 ， 立 即 可 导出 下 面 的 结果 ， 

(9.19 定理 3b X d$ de A MEME T — US S80 d 5g 
HH. Rb xCOX)-—0. 

因此 ， 闲 遇 面 中 桓 等 映射 能 同 侈 于 无 不 动 点 映射 的 只 有 环 面 
与 Klein 瓶 。 这 就 证 明了 在 9,1 节 中 我 们 所 宣布 的 一 个 结论 ， 可 
定向 发 曲面 之 中 只 有 环 面 能 平滑 地 械 好 ， 因 为 把 每 一 点 顺 着 在 它 
那里 长 出 的 头发 略微 移动 就 产生 了 一 个 同 伦 于 汗 等 映射 而 没有 不 
动 点 的 连续 映射 。 

最 后 ， 考 虑 连续 映射 iSS, S 了 唯一 的 非 伏 有 理 同调 群 
是 在 维 数 0 与 n 同 构 于 Q@， 并 且 在 维 数 n , f 所 诱导 的 同 态 是 乘 
D F RHE., $F f 的 Lefschetz 数 于 是 有 下 列 公式 。 

(9.20) 定 理 Aj 一 1 十 (一 1) "degf. 

从 这 个 公式 我 们 看 到 S" 到 自身 的 连 Soph 射 若 度数 不 等 于 
十 J]， 则 必 有 不 动 点 ， 受 定理 (9.1) 的 启示 ， 称 EBE h: S'S" 为 
保持 序 向 的 ， 假 如 4 的 映射 度 为 +1; 反 转 序 向 的 ， 假 如 4 的 度数 
为 一 I。 车 7 是 偶数 (奇数 ) , 则 9S" 的 任何 保持 ( 反 转 ) 疗 向 的 同 胚 ， 
按 以 上 公式 可 知 必 有 不 动 点 。 

习 E 

25. dH XCREEERIR ZEB, HEE XXR 伦 ， 证 明 
f 必 有 不 动 点 。 

26. 设 G 为 道路 连通 的 拓扑 群 。 证 明 用 元 来 9€ G 所 作 的 左 
平移 Ze:G->G 同 伦 于 恒 等 映射 。 (注意 可 用 道路 连结 9 到 e。) 
27. 证 明 紧 致 连通 可 章 分 拓扑 群 的 Euler zc PESCE, 

28. 证 明 环 面 是 闭 邮 面 中 唯一 的 拓扑 群 。 
29. 证 明 偶 数 维 球 面 不 可 能 是 拓扑 群 。( 事 实 上 ，3S5 与 8 是 
可 以 成 为 拓扑 群 的 仅 有 的 球面 ， 但 证 明 起 来 难得 多 。) 
30, 设 天 为 有 限 复 形 。 若 产 [天 | 一 | 天 | 是 只 有 孤立 不 动 虚 
( 即 不 动 点 集合 是 离散 的 ?的 单纯 了 映射， 证明 47 为 不 动 点 个 数 。 
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31. HK ETE, HEE f:1K|->|K| 为 单纯 映射 ,证 
BH A, 为 了 的 不 动 点 集合 的 Euler 示 性 数 。( 注 意 不 动 点 集合 构 
成 到 :的 一 个 子 复 形 。) 


3.5 维 数 


我 们 将 简要 地 给 出 一 种 方法 定义 紧 致 Hausdorff 空间 XX 的 维 
Jk. IRESCUXRU—4ON ROTE X. EVLOU, HIE F HR 
员 U,-U.HOFS, "pu BEGUHZSSE UN e NU RE, SEHE 
定理 (6.14) 的 假设 很 容易 核对 是 满足 的， 将 {V S) 3c BUfEUK ICE 
[Pair — TEE, "LIES RES. 

EK EARE, HORDE GC EKARA EJ 所 构成 
iK| 的 开 复 益 ， 则 由 引 理 (6.9) , Boe T K, [B 是 ， 这 个 
”人 鲍 子 并 不 是 典型 的 。 即 使 半 是 可 划分 空间 ， 当 的 神经 也 可 能 与 六 
完全 不 一 样 。 图 9.3 显 示 了 圆周 的 三 个 开 复 盖 。 在 第 一 个 情 形 得 
到 一 个 3- 维 单纯 形 ， 以 及 它 所 有 的 面 作为 神经 ， 在 第 二 个 情形 得 
到 两 个 项 点， 以 及 连结 它们 的 一 个 1- 维 单纯 形 。 第 三 个 复 盖 的 情 
形 较 好 ， 它 的 神经 包含 四 个 顶点 与 四 个 1- 维 单纯 形 ， 拼 合 起 来 如 
同 正 方形 的 四 个 顶点 与 四 条 边 。 这 才 黄 正 恢 复 到 圆周 的 拓扑 。 


~ 


*. 


A M 


图 9.3 
开 复 盖 避 “是 作 台 的 加 细 ， 假 如 好 “的 每 个 成 员 包 含 于 学 的 某 
个 成 员 。 在 以 上 的 例子 中 ， 第 二 个 复 盖 加 细 了 第 一 个 ， 而 第 三 个 
加 细 了 前 两 个 。 这 里 的 想法 是 ， 加 细 一 个 开 复 盖 将 给 出 原 空 间 X 
的 更 好 的 逼近 。 
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(9.210 定义 X xk Hausdorff ze ls] X Rr ge n, dide X d$ 
性 何 开 复 盖 有 以 维 数 三 n S RU Xii denda, RES n GAACNGX 
种 性 质 的 最 小 整数 。 

由 于 从 容 间 到 空间 Y 的 同 胚 把 的 有 限 开 复 盖 次 到 Y 的 有 
限 开 复 盖 ， 空 间 的 维 数 显然 是 拓扑 不 变 的 。 

上 面 对 维 数 所 下 的 定义 按 下 述 的 意义 是 “单调 的 ”。 若 X 与 了 
ÆR Hausdorff ÆA, HERY 是 的 子 空间 ， 则 Y (SAEC 
TAHER (习题 34) 。 下 面 将 要 看 到 ， 对 多 面体 来 说 我 们 的 定义 
给 出 正确 的 答案 。 

RK Am HAREE, FAIK KARFA. H Le- 
besgue 引 理 (3 .11) ,可 以 找到 重心 重 分 K', EK ARR E 
构成 分 的 一 个 加 细 .* 但 是 按 引 理 (6.9) ,这 个 由 开 星 形 构 成 的 | | 
的 复 姜 具有 同 构 于 天 7 的 神经， 因此 是 m 维 的 。 这 中 BH 空间 |K| 
I AEST xm. 

我 们 还 需要 验证 | 并 | 的 维 数 不 能 小 于 种。 天 包含 m-i 单纯 
形 4， 所 以 根据 单调 性 ， 只 需 验证 14| 具 有 HE Em. ix 车 14| 的 
维 数 小 于 ， 莽 且 设 避 为 4 顶点 的 开 星 形 所 R 的 14| 的 开 复 
盖 。 则 如 必定 有 加 组 缉 和 , 它 的 神经 具有 小 于 讽 的 维 数 。 选 取 重 心 
重 分 4'， 使 得 它 的 各 顶点 的 开 星 形 构 成 分 ' 的 一 个 加 IO. DÀ 
入 (好) 记 如 的 各 经。 由 于 弛 加 细 村 分 ， 可 以 如 下 定义 单 Bb 映射 
SINIF NLSN |], NO») BT ES Bm 员 ， 是 14| 的 
开 集 。 若 U 是 其 中 的 一 个 开 集 ， 从 全 内 选 到 一 个 成 员 包 含 0U， 拭 
且 命 SCU) 二 V。 完 到 类似, 有 单纯 映射 tIN (EI 一 IN (8 ^1, 
Zi NOD BIET A NENF A, MAREA tk S3 st REM 
147 1 到 14| 的 一 个 单纯 映射 ,由 于 st 分 解 为 中 途经 过 |N( 人 | 的 映 
射 ， 所 以 注 的 像 具 有 维 数 小 于 mm。 因 此 st 是 从 |4| 到 194| 的 一 
个 映射 显然 st194| 是 一 个 才 伦 的 上 映射， 因为 它 可 以 扩张 到 |4| 
上 。 另 一 方面 ， 根 据 构 作 ,st 单纯 地 逼近 147| 到 14| 的 恒 等 映射 。 
因此 ， 它 限制 在 134| 上 不 可 能 是 霉 伦 的 ， 得 到 一 个 予 盾 。 
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于 是 我 们 证 明了 下 面 的 结果 ， 

(9.22) 定 理 X K om HORE TEGERL EU, Re d$ SKIK] 
AG fgEC m, 

(9.2) 3& ARË E SERIO H $8 TE ded T E 
É, 

J3 g 

32. SH BOGXEIBIBS— AERE. EECA E 一 个 只 
有 有 限 多 个 齿 的 鼻子 。 算 式 突 间 的 维 数 是 多 少 ? 

33. 在 定理 (9.22) 的 证 明 中 ， 什 么 地 方 用 了 同调 论 ? 

34. 证 明 我 们 所 定义 的 维 数 按 下 面 的 意义 是 “ 单 调 的 ”。 车 
XY ERK Hausdorff Zl, HELY 是 装 的 子 空间 ， 则 Y 的 维 
数 不 大 于 半 的 维 数 。 在 你 的 论证 中 ， 什 么 地 方 用 了 Hausdorff 条 
tE. 

35. JEDER Hausdorff 空间 的 维 数 定义 作 它 的 一 点 紧 臻 
化 的 维 数 。 证 明 ( 可 能 无 穷 的 ) 复 形 多 面体 的 维 数 就 是 复 形 的 维 
数 ， 莽 且 证 明 这 个 定义 是 单调 的 。 

36. 离散 空间 的 维 数 是 多 少 ? 

37. 证 明 7- 维 流 形 具有 维 数 mn。 
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10. £855 5E EIS 


10.1 纽 结 的 例子 


在 这 一 章 我 们 转 回 到 儿 何 ， 考 虑 圆周 以 种 种 不 同 的 方式 在 
3 内 的 典 入 。 乍 看 起 来 ， 也 许 会 觉得 这 个 问题 既 狼 窄 ,又 特 殊 。 
不 过 很 快 地 可 以 看 到 ， 几 乎 所 有 的 迄今 为 止 我 们 所 引进 的 几何 与 
代数 工具 将 以 这 个 问题 作为 一 个 汇合 点 。 

一 个 纽 结 是 3- 维 欧 氏 空间 内 同 胚 于 同 周 的 一 个 子 空 和 间 ， 图 
10.1 给 出 了 四 个 有 特殊 名 称 的 纽 结 : 当然 ， 要 画 出 这 些 纽 结 ， 不 
得 不 用 在 平面 上 的 投影 来 表示 它们 。 除 此 之 外 ， 还 应 该 提 到 所 谓 
平 康 纽 结 ， 或 “无 结 之 纽 ”， 指 的 是 G3) EBSSODEIBUS, 


zs 8 字 结 
Nun AR 同心 结 
图 10.1 


假定 我 们 用 细 绳 子 作 出 了 以 上 这 些 纽 £5 (建议 读者 实际 去 作 
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—T, ih AS p E tT LT RE HS Ph deo 
四 个 纽 结 当中 的 任何 一 个 转化 成 平庸 纽 结 或 四 个 中 的 另 一 个 ， 除 
非 让 绳子 自己 穿 过 自己 ， 或 和 干脆 割断 ， 解 开 并 重 新 打 好 另 一 种 
结 ， 然 后 再 把 绳子 两 头 接 上 。 这 用 个 纽 结 在 某 种 意义 下 是 不 同 的 
纽 结 ， 我 们 将 使 这 一 点 在 数学 上 精确 化 。 

把 两 个 纽 结 判 作 相同 的 一 个 简易 的 标准 就 是 要 求 有 从 3- 维 空 
间 到 自身 的 同 三 ,把 其 中 一 个 纽 结 上 映 为 另 一 个 .我 们 将 按 此 行事 。 

GUDEN AAt kk Fi AeH E i A AEk 
4 4$ hc) 一 kz。 

这 个 定义 可 能 使 我 
们 感到 有 点 失望 ， 因 为 


不 全 明确 谈 到 具体 地 在 V» 
空间 内 “挪动 ”及 使 它 GZ SA 
mre, 353p. xk nn Min 
两 种 想法 并 不 相同 。 关 0 
于 一 张 平面 作 反射 是 E? 
内 完 至 合格 的 同 古 ， 它 把 纽 结 变 为 镜面 像 ， 但 是 ， 无 论 怎 么 尝试 
都 无 法 将 三 辩 结 经 过 形变 而 转化 为 它 的 镜面 像 (图 10.2)， 除 非 把 
ESSET. 

如 果 采 用 “看 挪动 是 否 能 使 之 重合 "来 作为 等 价 的 定义 ， 必 需 
十 分 小 心 .将 任何 一 个 纽 结 抽 紧 (图 10.3) ,给 出 一 个 连续 单 参数 族 
纽 结 ， 最 终 变 成 了 平庸 纽 结 。 任 何 定义 必需 把 这 种 情 形 排除 在 
外 。 为 了 避 弗 这 一 点 ， 我 们 应 坚持 当 纽 结 挪动 时 ， 它 在 欧 氏 空间 


]9Qmaeoo 


19.3 
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内 的 某 个 邻 域 也 跟着 一 起 动 。 

E? 的 同 胚 大 趾 作 合 痕 于 恒 等 瑞 射 ， 假 如 存在 fe SE HiESXI 
E, EIA h EE HR ho 为 恒 等 陕 Hf. hh, 如 
果 有 一 个 合 冶 于 恒 等 映射 的 同 胚 h， 满 足 hk) 二， 则 hek) 
给 出 了 一 个 连续 族 的 纽 结 ， 当 t 从 0 增 到 1 时 ， 从 逐渐 地 变 
253] ka, 

Eh ESE RARE RNA h 可 以 拨 唯 一 确定 的 广 
RIEKAMI h SS, A S E 的 一 点 紧 臻 化 。 按 h 保 
持 或 逆转 S* 的 序 向 而 说 是 保持 序 向 或 逆转 序 向 的 。 但 是 ， 合 
痕 于 恒 等 映 射 的 同 胚 必然 保持 序 向 。 这 是 由 于 我 们 可 把 每 个 hh 
PIRA hiss, judi DEOR I Ie DS ACIER] 的 映射 度 ， 
BHE, ATREA ERTA AEREA 
冶 于 恒 等 映 射 。 事实 上 ，E: 的 任何 保持 序 向 的 同 胚 必 ARTE 
等 映射 ， 但 我 们 将 不 给 出 证 明 。 

如 果 纽 结 由 有 限 条 兰 线 段 构成 ， 就 叫 作 多 边 形 纽 结 。 我 们 将 
限于 考虑 等 价 于 多 边 形 的 纽 结 ， 即 所 谓 温 入 纽 结 。 图 10 4 给 出 

DD... 个 考 野 纽 结 的 例子 无 

穷 多 个 结子 一 个 搂 着 一 

个 而 构成 的 ) ,有 关 这 种 

纽 结 的 讨论 超出 本 书 范 
图 10.4 Hl, 

无 论 是 画图 或 是 进行 有 效 的 探讨 ， 都 必需 能 把 纽 结 用 一 种 好 
的 方式 投影 到 平面 上 ，“ 好 ”的 意思 就 是 像 图 10 .1 中 表现 的 那样 . 


委 影 只 有 有 限 多 个 交叉 点 ， 过 每 个 交叉 点 只 有 
两 枝 ， 井 且 这 两 枝 交 又 于 “直角 ”。 我 们 的 第 一 X 
个 结果 说 多 边 形 纽 结 一 定 有 好 的 投影 。 

设 为 多 边 形 纽 结 。 在 襟 间 任 意 给 出 由 其 
直线 确定 的 方向 ， 我 们 可 以 将 8 投影 到 过 原点 
垂直 于 这 个 方向 的 平面 上 。 这 个 投影 称 为 天 
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图 10.5 


E Bink 上 任意 三 点 都 不 能 经 投影 而 重合 于 一 点 ， 而 且 经 投影 
而 重合 的 点 对 只 有 有 限 对 ， 故 要 求 这 种 点 对 之 中 汪 有 一 个 是 的 
顶点。 图 10 .5 给 出 多 边 形 8 字 纽 结 的 一 个 良好 投影 。 

(10.205838 任何 多 边 形 纪 结 有 良好 投影 

证 明 ”必须 避 开 某 些 方向 。 首 先 ， 夺 的 每 条 楼 在 E? 内 延长 
所 得 直线 的 方向 ， 第 二 ， 连 结 天 的 顶点 到 各 条 村 上 一 点 的 直线 方 
Ej. 最 后 ， 还 有 与 和 的 三 条 楼 同时 相交 的 直线 、 连 结 大 的 一 个 项 
点 与 一 条 楼 的 至 体 站 线 确 定 一 张 平 面 ， 与 的 三 条 异 面 楼 同时 相 
交 的 至 体 直 线 确 定 一 张 直 纹 面 ， 是 二 次 曲面 的 一 类 。 将 这 种 直 纹 
面 的 每 条 母 直 线 平 移 到 通过 原点 的 位 置 ， 得 到 以 原点 为 尖顶 的 锥 
面 。 所 以 ， 要 找到 良好 投影 内需 避 开 由 有 限 多 直线 、 平 面 与 锥 面 
所 决定 的 方向 ， 

在 上 面 这 个 证 明 中 我 们 并 疙 有 “ 锚 铁 必 较 ?。 我 们 的 意图 是 在 
这 一 章 中 少许 放松 一 些 ， 使 得 能 够 从 讲 清 思路 而 不 掏 泥 于 证 明细 
节 之 中 得 到 充分 的 享受 。 读 者 也 许 会 河 ， 为 什么 时 不 这 人 么 做 ! 


10.2 纽 结 群 


车 ki ,Ks 为 等 价 的 纽 结 , 则 有 同 胚 h: ESE: 使 得 ED — Ks. 
将 下 限制 在 E*—k 上 得 到 Ek 与 E3 一 ks 之 间 的 同 Hc. RE 
说 ， 等 价 的 纽 结 具有 同 胚 的 余部 。 因 此 ， 有 理由 去 观察 纽 结余 部 
的 基本 群 ， 看 是 否 能 用 它们 来 区 别 各 种 纽 结 。 对 于 纽 结 上， 基本 
群 T(E3 一 k) 叫 作 上 的 纽 结 群 我 们 的 第 一 个 任务 就 是 对 于 纽 结 
群 用 生成 元 与 关系 来 给 出 某 种 合理 的 表现 ， 

取 一 个 纽 结 的 样本 来 放 在 上 站 个 3- 维 空间 内 ， 并 且 假 定 在 平 
面 z 二 0 上 的 投影 是 良好 的 。 参 照 于 这 个 投影 ， 将 纽 结 交替 分 段 ， 
分 为 < 上行" 与“ 下行” 两 种 。 在 图 10.6 中 阐明 了 对 三 辩 结 与 正方 
结 的 具体 作法 ， 其 中 上 行 段 用 粗 线 标 出 。 注 意 ， 虽 然 我 们 需要 用 
纽 结 的 多 边 形 表 示 来 进行 论证 ， 但 画图 表示 时 却 往 往 用 平滑 曲 
线 。 
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E> & 3 


正方 结 
图 10.6 
从 每 个 下 行 段 的 两 个 端点 引 到 z 二 0 斑 面 的 重 直 线段 ， 然 后 将 
垂 线 段 的 另外 两 个 端点 在 三 0 平面 上 用 这 条 下 行 段 的 投影 连结 


起 来 ， 并 且 用 这 三 
段 代 替 原 来 的 下 行 | 


E. ARRAI 
个 显然 等 价 于 原来 小 ~ 
纽 结 的 新 纽 结 《图 


10,7) ,用 大 来 记 
它 。 我 们 的 想法 就 
是 分 片 构 成 E- m 10.7 
K, 每 片 的 基本 群 是 可 以 看 出 的 ， 然 后 逐步 运用 van Kampen 定理 
(6.13)， 最 后 给 出 的 纽 结 群 。 
首先 计算 74(E3 一 ) ,其 中 E3 是 由 02k AG. 


B 10.8 
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在 上 给 定 指向 ， 选 择 基点 p 高 高 地 在 的 上 方 。 对 于 每 条 上 行 
段 引进 一 条 以 p 为 基点 的 环 道 ， 它 参照 于 大 上 的 指向 右 旋 地 绕 上 
行 段 一 回 ， 如 图 10.8 所 示 。 把 这 些 环 道 叫 作 41,…,0n， 并 将 0 
在 xi(E3 一 k) 内 所 决定 的 元 素 记 作 xs 

(10. BIB. m, (E3—k, PA X1, sxn 所 生成 的 自由 群 

证 明 今 大 表示 上 的 至 体 上 行 段 ， 加 以 上 行 和 端点 连结 z=0 
平面 的 铅 直 线段 。 则 显然 Ef—k 与 Ek 有 相同 的 基 本 群 。 过 
上 行 段 每 一 点 连结 = 一 0 平面 的 铅 直 线 息 ， 合 起 来 构成 像 一 堵 墙 
的 曲面 片 ， 然 后 在 5} 内 把 这 一 片 曲面 施行 增 厚 的 手续 ,得 到 一 个 
三 维 球体 (图 10.9)。 和 大 有 旦 要 使 得 所 得 的 这 些 球 体 Bl,… ,Br HORS 
相交 。 然 后 把 每 个 。 Lag 
已 的 内 部 以 及 
B, 5 z=0 平面 交 
HRS Es PEG PI EBJA 
E: 除去 。 则 所 得 
到 的 空间 X 是 单 连 
mi EEX m] 
BEF Ei, 但 我 们 
用 不 着 这 么 多 。 我 
M Eik REHE 

XU (Bb U = U (Ba — K) 

而 逐步 构造 出 来 。 

4 Bi— k 同 胚 于 (图 10 .9) 除 去 中 轴线 的 圆柱 体 。 它 可 以 形 
变 收 缩 到 一 个 除去 中 心 的 圆 盘 ， 因 此 ， 具有 基本 和 群 Z， 由 一 个 围 
绕 夺 一 回 的 环 道生 成 。 又 可 看 出 ， B k5X i SETS T Dd 
盘 ， 从 而 是 单 连通 的 。 

假定 我 们 知道 

XU (Bb UU (Bi Ê 


的 基本 群 是 xn ,x 所 生成 的 自由 群 . 当 我 们 再 添加 Bi41 一 人 时 ， 
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van Kampen 定理 告诉 我 们 应 再 添加 一 个 生成 元 ， 显 然 可 以 取 作 
xi+l。 这 就 完成 了 对 引 理 的 归纳 证 明 。 

我 们 用 一 段 简短 的 对 话 来 结束 引 理 (10.3) 。 

多 枇 前 代数 学 家 ， 你 似乎 把 基点 丢 开 不 管 了 ， 

乐天 的 几何 学 家 :在 这 一 类 论证 当中 ， 它 们 常常 能 能 自己 保 
重 。 横 竖 我 乐意 画图 ， 不 愿 让 这 些 基 点 来 麻烦 我 。 

代 : 应 用 van Kampen 定理 时 ， 确 实 应 当 在 


[XU d-b U U Bi IN dis - O 


内 有 一 个 公共 的 基点 才 行 。 

Ju: 这 里 有 个 简单 的 办 法 。 对 于 每 个 i ,用 直 线 眉 连结 p 点 
到 Bi 顶 上 一 点 ， 把 这 条 线段 也 加 进 B. 去 ， 这 样 你 就 可 以 合 所 有 
出 现 的 环 道 以 p 为 基点 。 

Re 更 精 的 是 你 只 对 于 有 限 单纯 复 形 仔 细 证 明 了 van Kam- 
pen 定理 ， 

凡 : 对 E 外 加 一 个 无 穷 远 点 ， 使 它 成 为 S8， 拌 Ek 
厚 成 为 一 条 管子 7 了 ， 它 是 Ss 内 一 个 打 了 结 的 实心 圆 环 。 然 后 把 
E: jaa S, El RREPERI SREE kh ET 
的 内 部 除去 ， 这 样 一 来 ， 所 出 现 的 空间 就 都 可 以 前 分 成 有 限 单纯 
复 形 了 。 但 是 ， 就 基本 群 来 说 ， 却 一 点 没 改变 ， 因 为 外 加 的 点 
不 产生 影响 ， 而 了 一 K 可 以 形变 收缩 到 下 的 边界 上 去 。 

我 们 还 必须 把 整个 天: 一 k 添 进去 。 让 我 们 先 看 夹 在 第 工 个 
与 第 i+1 个 上 行 段 之 间 的 下 行 彼 ， 并 假定 第 天 个 上 行 段 在 它 王 
面 通过 ， 如 图 10.10。 将 环 道 1,Qi41 移 动 到 接近 交 驻 点， 并 且 取 
代表 xx 的 两 个 环 道 cx ,ax ,使 它们 分 布 在 下 行 段 的 不 同 侧 ， 如 图 
所 示 。 将 下 行 段 在 已: 内 的 投影 增 摩 得 出 一 个 三 HR D, HE 
EDk 添加 汉 E:—k 所 产生 的 影响 。 为 了 使 所 有 的 环 道 以 p 
为 基点 ， 从 p 引 站 线段 到 4 ， 再 从 4 铝 E HET S] Di T E B9 7 
r ， 将 这 条 折线 添 入 Di， 显然 Di 一 K 是 单 连通 的 ， 并 且 (Di 一 
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站 {£3 一 是 内 部 除去 一 个 
多 边 形 弧 的 贺 盘 。 后 者 与 除 
去 一 个 夫 点 的 圆 手 有 相同 的 
局 伦 型 ， 从 而 具有 无 穷 循 环 
的 基本 群 。 设 Bi 是 一 条 以 p 
为 基点 的 环 道 ， 它 在 = 一 0 平 
EERI HA ES T TEE 
的 投影 像 一 周 ， 则 P. 代表 
这 个 基本 群 的 一 个 生成 元 ， 
记 作 vi. 

按 van Kampen 定理 ， 
如 果 要 想得到 (Ex 一 口 U 
(D, — o 的 基本 群 ， 必 有 需 对 
n (Ei DRMR R = 
6, 其 中 了 是 (Ei 一 有 N Di k Eka ARA. 18 je) 是 
je A38 B; 看 作 Elk 内 的 环 道 所 代表 的 环 道 同 伦 类 。 把 p E 
地 向 上 滑动 ， 就 得 到 一 个 环 道 同 伦 于 乘积 环 道 aaa; ar (图 
10.10, HE, 添加 Di 一 Kk 所 产生 的 影响 是 在 X31,……,xn 上 添加 
X R xxx iri =e, RENA 


Hi 10.10 


Xil — XkXixi, 


注意 车道 转 第 大 个 上 行 段 的 方向 ， 则 关系 变 为 “kxzi 一 Xi+lxks 

另 一 个 可 能 性 是 所 考 虑 的 下行 ERA 起 隔 开 两 个 上 行 段 的 作 
用 ， 在 它 项 上 没有 上 行 股 。 这 时 很 显然 b: Bg 09;h. Bj, 
在 这 种 情形 所 村 添加 的 关系 是 如 一 2i+l。 TEATE 的 关系 ， 
我 们 用 六 来 记 它 。 

ARE nA TiTi, n-lea A R Rra FE 
告诉 我 们 

Y=(Ei—b U DOU U (Daik) 


的 基本 群 是 {xi xu lr, nahe 

我 们 断 营 ， 相 应 也 最 后 一 个 下 行 段 的 关系 是 前 ?一 1 个 关系 
的 后 果 ， 央 此 不 添加 任何 新 东西 。 用 Z 来 记 E; 一 Y 的 闭 包 。 只 需 
W Z-k RY EET Ek 的 构 制 。 但 Z 一 六 是 单 连通 
的 ， 而 YN (2Z 一 局 的 基本 群 是 自由 循环 群 ， 绕 最 后 一 个 FaR 
投影 像 一 周 的 环 道 可 以 代表 这 个 群 的 生成 元 。 可 以 选 这 个 环 道 为 
z 二 0 平面 上 包含 我 们 纽 结 投影 像 在 内 部 的 一 个 很 大 的 圆周 。 把 
这 个 圆周 铅 直 地 向 上 滑动 直到 越过 K 的 最 高 点 ， 然 后 水 平地 收缩 
为 一 点 ， 这 说 明 它 代表 TO 的 单位 元 素 。 最 后 再 用 一 次 van 
Kampen 定理 就 给 出 了 我 们 的 主要 结果 ; 

(10.4) 定理 无 前 纽 结 群 由 元 素 和 xn 生成 ， 这 些 元 素 
服从 于 闪 Arist, nie 

Ti JLAT PE, 

平庸 纽 结 ”把 圆周 分 成 中 圆周 两 个 ， 称 其 中 一 个 为 上 行 段 ， 
上 面 的 结果 使 我 们 有 一 个 生成 元 ， 而 不 存在 关系 。 因 此 ， 平 庸 弓 
结交 纪 结 群 是 自由 铂 环 群 。 

三 瓣 结 ” 取 上 行 段 与 下 行 自如 图 10.8 所 示 。 则 我 们 有 三 个 生 
成 元 ， 服 从 于 关系 


XI1X2 一 X3X1， XX3 = XX2. 


JRE x, H a=, b= EARE G= {a,b|aba=bab}, 
今 4 对 应 于 (12)》， 对 应 于 (23) ， 则 可 以 定义 CG 到 三 个 女 字 
对 称 群 ss 的 一 个 同 态 ， 这 是 由 于 


(12) (23) (12) = (13) = (23) (12) (23), 


ELT 012) 5 (23) 生成 对 称 群 Ss, XX TRES AE EL AE EDU, AREG 
不 能 是 交换 群 ， 特别 ， 它 不 能 是 Z, Ae, 我 们 就 证 明了 三 办 结 
不 等 价 于 平庸 纽 结 。 换 句 适 说 ， 三 办 结 是 真正 打 了 结 的 ， 
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正方 结 取 上 b™ia-ibab 
行 段 与 下 行 段 如 图 


10.11, 井 将 下 行 段 m 5 
标 以 1 到 7 。 以 字 A /一 ~ 人 
母 4, ,6 表示 纽 
了 
结 群 内 相应 于 如 图 6 N 
所 示 三 个 上 行 段 所 c a 
REEERE., PF 
HORDHTGT, B 1011 


2,4,5 给 出 的 关系 ， 很 快 就 可 以 把 另外 四 个 生成 元 用 这 三 个 生成 
元 表达 出 来 ， 相 应 于 下 行 段 3,6 的 关系 分 别 为 


(blab) (b7t1a baby) — (bta ibab)b, 
化 简 为 aba 二 bab， 以 及 
(c7lac) (b71a!bab) =c (elac), 


后 者 当 我 们 以 aba 代替 bab 时 简化 为 ace 二 cac。 正方 结 的 纽 结 
群 于 是 可 写 为 


fa,b,e|aba—bab,  aca—cac?, 


KHARAT AARAA, GE Fio dc POR GR D 
—A4 HH. RUPEE UE E MELOS Be, I; c P dais 
成 三 因 结 ， 所 得 的 纽 结 叫 作 一 个 懒散 结 ， 并 且 知 道 是 与 正方 结 不 
同 的 纽 结 ， 请 读者 自己 计算 懒散 结 的 纽 结 群 ， 并 验证 它 同 构 于 正 
方 结 的 纽 结 群 。 

要 判定 两 个 用 生成 元 与 关系 给 出 的 群 是 否 同 构 ， 一 般 来 说 是 
不 可 能 的 ， 或 者 至 少 是 一 作 艰 车 的 工作 。 由 于 这 个 原因 ， 我 们 当 
然 希望 有 简单 一 些 的 不 变量 可 以 用 来 区 别 纽 结 ， 在 10.5 节 中 将 介 
绍 一 种 。 注 意 ， 将 纽 结 群 交 换 化 毫 无 帮助 。 看 一 看 所 能 得 到 的 关 
系 是 什么 样子 ， 我 们 就 知道 交换 化 只 不 过 是 令 所 有 的 生成 元 都 相 
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等 ， 从 而 有 下 面 的 结果 : 

(10.50 定理 纽 结 群 交换 化 总 是 得 到 无 穷 特 环 群 。 

E 题 

1. 求 出 8 字 结 的 纽 结 群 的 一 种 表现 ， 这 个 群 可 由 两 个 元 素 
生成 。 证 明 不 存在 从 这 个 群 到 对 称 群 S. 的 满 映射 ， 从 而 导出 8 
"Ef S SET WES. 

2. 验证 正方 结 与 懒散 结 具有 同 构 的 纽 结 群 。 

3. 求 出 搬运 工人 结 与 同心 结 纽 结 群 的 表现 。 

4, 设 k 为 £3 内 的 温 良 结 ， 将 略微 增 厚 得 到 一 个 打 了 结 
的 细 管 工 ， 给 出 精确 的 论证 来 证 明 吉 (EE: 一人) 同 构 于 (3S 一 
T), 

5. 下 ?内 的 标准 环 面 上 有 整整 一 族 有 趣 的 纽 结 。 设 p 与 4 为 
互 素 的 整数 ， 环 面 纽 结 kp,g 在 圆柱 极 坐 标 之 下 由 

r—2-4-cos(p8/q), z-sin(p0/q) 

给 出 。 它 位 于 环 面 (7+ 一 2)? 二 2? 二 1 上 ， 经 向 绕 了 7 图 , 纬 向 绕 了 
9 图 。 证 明 k EZR, 4HE H kosse 

6. IEH kp a 等 价 于 Kg,yp 以 及 K_p,g。 双 证 明 当 |p| 二 1 
或 19| 二 1 时，Kzp,g 等 价 于 平庸 纽 结 。 

7. 下 面 给 出 两 种 办 法 来 证 明 3- 维 球 面 是 两 个 圆 环 体 的 并 

fi: 
| (0 EN SGE KERRE xd xi—xi4xidW RET 
Jp, TAA 
xp*xi«xitxi,  xitxipxictxi 

各 确定 一 个 圆 环 体 。 

(b) 把 :看 作 两 个 圆周 的 联合 空间 SUR SS， 证 明 联合 体 的 
A xc O—0y iid 172 者 所 梅 成 的 中 间 截 面 是 一 个 环 面 ， 不 
等 式 UI/25tm1/2 分别 给 出 两 个 圆 环 体 。 

8. 用 习题 7 LIE van Kampen 定理 证 明 Ko, q 的 纽 结 群 
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具有 形状 如 (n, y |x* — 9? ) 的 表现 。 

9. iG kp, a Hm. HAR yn 所 生成 的 子 
Zt, uEHIH (gr EG Bob PI, FER G/HzZ,, Zi 

10. 证 明 两 个 非 平 庸 群 的 自由 乘积 总 是 以 平庸 群 为 中 心 的 。 

11. 假设 [p|xci, lalxci, EIH REG Bru. EH nk B 
XP i«p«4, I«p'«4', M kp,q SEU T ke os 当 而 且 仪 当 p 二 
P's, q—4', 

12. 证 明 E* AMARESA AEEA. 


10.3 Seifert 曲面 


x&— 384 AE — PR EH ESK XL P RÉRE F0 h 
面 。 也 就 是 说 ， 在 E? 造 出 一 个 此 至 连通 可 定向 曲面 引 以 纽 结 
为 边缘 。 

BZ AHER 
10.125] zr T HE If 75 
法 。 给 纽 结 以 序 向 震 
选取 良好 的 投影 。 把 投 
影像 的 各 个 交叉 点 如 图 
示 那 样 制 去 ， 得 到 一 些 
互 不 相交 的 定向 圆周 ， 
叫 {E Seifert [8] R], {E 
每 个 Seifert P 周 张 成 
一 个 圆 盘 ， 霸 使 这 些 贺 
得 互 不 相交 ， 然 后 在 每 
个 交叉 点 处 把 制 去 的 原 
交叉 点 换 成 扭曲 的 条 带 图 10.12 
如 图 所 示 ， 就 得 到 以 上 为 边界 的 一 个 紧 致 连通 曲面 9 。 要 看 出 S 
是 可 定向 的 ,注意 每 个 Seifert 圆周 有 一 个 得 来 自 矿 的 序 向 。 达 也 
决定 了 它们 所 张 成 圆 盘 的 序 向 ， 而 各 扭曲 的 条 带 正 是 按照 能 使 这 
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Jtr RBREmUSLAS. SME k Ay Seifert 曲面 。 

当然 ， 给 定 一 个 纽 结 可 以 使 它 张 成 不 同 的 曲面 ， 上 比如 ， 从 一 
个 Seifert 曲面 出 发 ， 添 上 一 些 与 纽 结 不 相交 的 环 柄 ， 而 得 到 另 
一 个 Seifert 曲面 。 所 张 成 的 Seifert 曲 miS 以 一 个 单独 的 圆 
周 为 边界 ， 因 此 ， 在 这 个 边界 圆周 上 补 进 一 个 圆 盘 就 可 以 把 它 转 
变 成 为 一 个 闭 曲 桓 。 我 们 把 这 个 可 定向 闭 曲 面 的 亏 格 中 作 SS 的 亏 
格 。 于 是 可 从 Seifert 曲面 的 图 读 出 亏 格 是 多 少 ， 这 是 因为 ， 从 
亏 格 g 的 可 定向 闭 申 面 除去 一 个 回 盘 之 后 ， 剩 下 的 实 间 可 以 形变 
收缩 到 29 个 贺 周 的 一 点 并 。 图 10.12 所 画 的 曲面 显然 可 以 形变 收 
缩 到 两 个 圆周 的 一 点 并 ， 因 此 具有 元 格 1。 给 它 贴 上 一 个 圆 盘 就 
成 为 环 面 。 

E; 内 的 曲面 5S PEE REIR EB. Bint E 的 一 个 辐 胚 把 S gx 
成 一 个 有 限 单 纯 复 形 ， 换 名 话 说 ， 映 成 一 个 组 合 曲面 ( 可 以 有 边 
界 )。 无 的 各 温 委 Seifert 曲面 所 能 有 的 最 小 亏 格 ， 吓 作 组 结 太 的 
亏 格 ， 记 作 sUO, 

我 们 的 下 一 个 结果 说 ， 却 格 为 0 等 价 于 无 结 ; 

(10.60 定理 ” 纪 结 等 价 于 平庸 纪 结 前 必要 与 充分 条 件 是 它 可 
以 张 成 E AGZA. 

证 明 ikk TERA FEL hw E iy DIR k A 
为 (x,y) FPR EF üS sfr D., W AD) 为 上 所 张 成 的 一 个 d 
RBIA. 

bh. Wkobmibyinik. PRHaWkgKETE 内 的 一 个 多 
面体 式 的 圆 盘 。 也 就 是 说 ， 圆 盘 分 成 了 一 些 三 角形 ， 这 每 个 三 角 
JÉIEIETENUER AST £3。 逐 次 以 一 个 三 角形 的 两 边 代 赫 一 边 (或 以 
一 边 代 替 两 边 ) ,可 以 把 在 变 成 单独 一 个 三 角形 的 边界 。 但 每 一 次 
这 样 的 变动 都 可 以 用 上 3 的 一 个 同 胚 来 实现 。 一旦 把 变 成 了 一 
个 三 角形 边界 ， 则 不 难 找 到 E 的 一 个 同 肚 将 这 个 三 角形 变 成 平 
EERME., Kiek 是 平庸 纽 结 ，。 


纽 结 的 亏 格 按 下 述 的 意 
六 是 可 加 的 。 设 有 两 个 定向 
的 纽 结 ， 它 们 位 于 E 内 某 
一 张 平 面 的 不 同 侧 ， 但 是 它 
TR — BUR ESL DET XSIKAR 
面 内 ， 而 且 设 它们 在 这 段 弧 
上 所 诱导 的 序 向 相反 。 它 们 
的 和 K+L E XIE, JA KU 
综 去 公共 引 上 两 端点 之 外 所 图 10.13 
有 各 点 而 得 到 的 纽 结 (图 10.13)。 马 虎 一 些 说 ， 就 是 在 一 根 强 上 
一 个 接着 一 个 打 这 两 个 结 ， 莽 保证 它们 的 序 向 一 致 ， 在 这 里 ， 给 
组 结 选 定 序 向 是 重要 的 ， 否 则 的 话 定义 可 能 产生 含混 。 

(10.7) 定 理 g(k--D — 900 90), 

AXE ”首先 取 8 5 14 —, WE E 内 一 张 平面 的 不 同 
侧 ， 在 相应 的 全 空间 丙 使 它们 各 张 成 一 个 具有 最 小 亏 格 的 ( 温 良 ) 
Seifert 曲面 。 将 不 上 的 一 小 段 弧 与 1 上 的 一 小 自 绝 用 一 条 窄带 
连结 ， 罕 带 与 曲面 在 任何 其 它 地 方 不 相交 ， 莽 且 有 必要 的 话 ， 投 
$6180" 以 使 所 得 曲面 S 的 边界 A kti), B, SHR 
格 是 大 所 张 曲面 的 亏 格 与 上 所 张 曲面 的 亏 格 之 和 。 于 是 ， 

g(k-FD sgh 90), 


图 10.14 


为 证 朋 反 方向 的 不 等 式 ， 从 K+i 的 一 个 具有 最 小 亏 格 的 温 
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R Seifert 曲面 S 开始 。 我 们 总 可 以 安排 得 使 与 分 离 丰 及 上 的 
EMET EA, TES 与 了 交 于 车 干 个 互 不 相交 的 圆周 加 上 一 
EWA, KNN REE kc 穿 透 已 之 点 。 我 们 的 想 法 是 
逐个 地 沿 着 这 些 圆 周作 贿 补 运算 ， 最 后 得 到 一 个 具有 最 小 亏 格 的 
AHA PRTA, WARATA k lg B 的 Seifert 
曲面 。 于 是 


gor g(Dsxg(krD, 


莽 补 运算 如 下 进行 .SP 包含 的 有 些 圆周 可 能 套 着 另外 的 
圆周 ， 甚 至 包含 铂 4 在 圆 肉 。 选 一 个 位 于 最 内 层 的 圆周 ， 并 且 设 
它 不 包含 弧 A。 沿 着 这 个 圆周 将 S UF. Æ P RDH 
个 切口 各 封 上 一 个 圆 盘 。 作 这 个 手术 时 不 救 于 影响 到 S 的 其 它 部 
分 ， 因 为 所 沿 的 贺 霹 内 部 没有 其 它 的 圆周 ， 工 且 不 包含 4。 手 术 
的 结果 必然 是 大 十 所 张 成 的 另 一 个 与 己 少 效 一 个 圆周 的 Bh 面 ， 
再 加 上 一 个 可 以 忽略 的 闲 晤 面 (这 个 闲 曲 面 必 然 会 出 来 ,因为 若 不 
然 ， 按 定理 (7 .11)， 将 得 出 +! 所 张 成 的 具有 此 以 前 更 小 亏 格 
的 曲面 ， 这 与 3 上 共有 最 小 亏 格 的 假设 矛盾 ) 。 按 照 这 种 方式 将 交 
截 圆 逐 步 消 去 。 对 那些 包含 弧 4 于 内 部 的 圆周 ， 手 术 从 最 外 层 作 
起 ， 沿 着 这 个 圆周 切 开 ， 在 两 个 开口 上 各 封 上 一 个 很 大 的 圆 盘 ， 
为 了 避免 圆 盘 与 S 相交 ， 让 它们 分 别 从 K 与 1 的 外 面包 过 来 (就 
如 间 两 个 吹 得 很 大 的 气球 ， 一 个 在 斑 面 P 的 左 侧 ， 一 个 在 右 侧 ， 
把 3 包 在 里 面 ， 分 别 把 它们 的 口 与 手术 开 出 来 的 口 对 上 )。 最 后 ， 
S 将 与 P 只 交 于 4， 这 就 是 所 需要 的 。 

UDR X KE LECT TE RE. nk 5 L3 E, 

证 明 kei 等 价 于 平庸 纽 结 ， 则 


gk) +g(D=g9(k+D=0, 


从 而 9( 二 gl) 二 0。 因 此 按 定理 (10.6) k 与 了 都 是 无 结 的 。 
这 表示 不 能 在 一 根 强 子 上 接连 打 两 个 结 ， 使 它们 互相 抵消 。 
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J E 

13. 证 明 E 内 的 任何 温 良 纽 结 在 E* 内 可 以 张 成 一 个 温 良 
BHH. 

14, ik k A E* 内 的 多 边 形 纽 结 ， 证 明 通 过 适当 地 选 择 一 个 
方向 ， 可 以 沿 着 这 个 方向 将 一 对 一 地 映 和 + 的 一 个 三 维 To 
间 。 从 而 导出 E* 的 任何 温和 良 纽 结 等 价 于 无 结 之 纽 。 

15, 对 图 10.15 所 画 的 纽 结 造 出 Seifert 曲面 ， 工 说 出 它们 是 
什么 曲面 。 


Cp EX 


图 10.15 


16， 画 一 组 图 说 明定 理 (10.7) 证 明 中 的 剂 补 运 算是 怎样 进行 
的 。 
17. 证 明 三 的 结 与 8 字 结 都 不 能 写成 两 个 非 平 庸 纽 结 之 和 .。 


10.4 dX ig 


A XR] Bo s BTE 5.3 中 简单 介绍 过 。 这 里 将 对 这 个 概念 
作 进一步 的 探讨 ， 然 后 在 下 一 节 将 看 一 看 一 个 较为 特殊 的 情形 ， 
即 纽 结余 部 的 复 选 空间 。 

Jc ILICE X. 5 — B PET. 

(10.9 定义 pM n: X X HER IS M, X HX SHE 
VD, BiT FRR, AESSOXCOXCQUPADRAV, din QV) 
分 解 为 广内 的 一 组 五 不 相交 的 开 集 (Uh 而 7 在 每 个 Us 上 的 
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限制 为 从 U。 到 VV 45] 2E, 

从 实数 轴 到 复 平面 上 单位 圆周 的 指数 映射 是 复 选 英 射 ， 从 
2- 维 球面 到 射影 平面 由 粘 合 对 径 点 而 定义 的 映射 也 是 。 这 两 个 情 
形 在 第 5 章 中 信 较 详细 地 考虑 过 。 设 ”为 正 整数 ， 把 每 个 非 需 复 
数 对 应 它 的 n dE AE C — (0) 到 自己 的 复 迭 映射 (在 复 变 丽 数 论 
里 熟知 )， 它 把 罕 孔 复 平 面 在 自己 上 面 线 了 1 重 。 

图 10.16 显 示 两 圆周 一 点 并 集 的 一 个 复 选 空间 。 自 堪 至 右 来 
看 ，z 将 文 的 第 一 个 圆周 绕 圆周 4 一 圈 ， 第 二 个 绕 圆 周 B 两 图 ， 
第 三 个 绕 圆周 4 两 圈 ， 等 等 ， 注 意 上 映 到 X 每 一 点 的 恰好 有 净 的 四 
个 点 。 若 x 与 V 如 图 示 ， 则 771(V) fum pg Uia, 
其 中 每 一 个 被 zt 同 胚 地 映 满 VY。 请 读者 自己 选择 8 的 各 点 的 适 
当 邻 域 ， 以 及 两 点 相 碰 之 点 p 的 适当 邻 域 。 

我 们 假定 这 里 所 考虑 的 襟 间 都 是 道路 连通 前 与 局 部 道路 连通 
前 。 后 一 个 条 件 (初次 在 第 3 章 习题 43 中 已 介绍 ) 表示 说 空间 的 拓 
扑 有 一 组 基 ， 以 道路 连通 子 集 为 其 成员， 例如 ， 所 有 的 多 面体 有 
这 个 性 质 . 

WXOUXBUAGSZER], AA BR 射 为 m:X--X, 选取 基点 


U, Us 
a 
U; U, 
r 


Y 


| BH 10.16 


262. 


p€ X,q€ X iii n (9) —p, ià 

G—m(,p, H=m, (X0). 
从 第 5 章 的 讨论 ， 我 们 已 经 有 两 个 基本 的 结果 ， 引 理 6,10 与 
(5.11): 

(10,10 道路 提升 引 理 3b 7 是 内 始 于 Pp 的 道路， 则 六 内 
有 唯一 的 烙 于 9 的 道路 7 满足 Toy =y, 

(10.11) 同 伦 提 升 引 理 若 F:1x1>X 为 连续 映射 满足 
F(9,0 —F(,0—p, S0o«t«l, Rd k—déjsm F: IxI—X 
满足 条 件 

ZoF-—F, F (0,0) —4, Ost] 


AFS YX, wakt T Y >X, 如 满足 关系 To。 =f, 
TEHE /的 一 个 提升 。 道 路 与 同 伦 可 以 提升 到 复 选 空间 这 一 
实 有 重要 的 推论 。 

00.125838. 请 导 同 态 XT: 人 ->G 是 羊 同 态 。 

证 明 设 ? 是 叉 内 以 9 为 基点 的 环 道 ,使 得 =n 4 在 X 内 
Pie. EAA p 点 处 的 常 值 环 道 到 的 伦 移 了， 并 运用 引 理 
(10 .11) 43] P : IxIX, 满足 Xo 二 F， 以 及 F(,0 =14, 
0 志 t 志 1, 倒 P 表 示 1 XIED., HASE, MF HEAP p A 
Pp。 但 x o F—F, 集合 no) 为 离散 集合 ， 并 且 P 了 连通， 因此， 
P qui P pose. mm, Xm f, 1) 定义 的 道路 是 a 的 所 
Fe HALI 为 起 点 ， 从 而 根据 引 理 (10.10) 的 唯一 性 部 分 ， 它 
必然 是 9。 因此 ，F 是 从 9 点 处 的 常 值 环 道 到 4 的 一 个 伦 移 ， 这 
正 是 要 证 明 的 ， - | 

(10.15 定理 XA Xp XE Ibo, TXGRGU X 内 
六 9 为 基点 前 球道 0 ， 当 而 且 仅 当 <a>E (H), 

证 明 若 4 为 环 道 ， 则 


<a> 一 < oa » € zt, (H), 
这 是 明显 的 。 反 之 ， 设 <a>E fx(H)， 则 可 以 找到 大 内 以 4 为 基 
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点 的 环 道 h， 使 得 oom oh。 选 定 这 两 条 环 道 之 间 的 一 个 伦 移 , 并 
用 引 理 (10.11) 提 升 到 广内 。 如 同 定理 (10.12) 证 明 中 的 论证 可 以 
推出 8 与 a。 必 有 相同 的 终点 ， 所 以 4 是 以 4 为 基点 的 环 道 。 

注意 ， 针 的 一 个 环 道 可 以 一 方面 提升 为 苹 内 的 一 条 环 道 ， 一 
方面 又 提升 为 之 内 另 一 条 具有 不 同 端点 的 道路 。 例 如， 图 10.16 
内 以 p 为 基点 ， 由 圆周 4 取道 时 针 序 向 所 代表 的 道路 提升 为 以 4 
为 基点 的 一 条 环 道 ， 但 始 于 7 点 的 提升 却 不 是 环 道 ， 

(10.14) 定理 对 于 所 前 任意 一 点 YY， 全 合 TT1Cz) 前 基数 是 
2,(H) KG Pg sd, 

证 明 首先 ， 注 意 车 *,yE XX， 则 zx-1(x) 与 271 (o) 有 相同 的 
基数 。 因 为 车》 是 X 内 一 条 连结 x 到 y 的 道路 ， 对 于 任意 的 + 
€2-1G), Hy ETECOX AAT X 的 一 条 道路 7 ， 则 按照 x i 
Y CD 定义 了 一 个 JA n7 (x) 到 7-!1(y) 的 上 映射 。 这 个 映射 必然 是 
一 对 一 、 映 满 ， 因 为 用 道路 y~! 可 以 得 到 它 的 逆 映 射 。 

RERET., E XKP 为 基点 的 环 道 4， 把 它 提 
JE X PEL a 为 起 点 的 道路 5 ， 注 意 (1D) 是 07 (D. 的 一 点 。 
Er Er!1(p)， 将 连结 9 到 x 的 一 条 道路 授 影 到 XX 给 出 以 p 为 
基点 的 一 条 环 道 ， 因 此 ， 717350 的 每 点 可 如 此 得 到 。 但 两 个 环 
道 4 与 6 给 出 071 (0 的 同一 点 ， 当 而 且 仅 当 057 提升 为 以 4 为 
基点 的 -- 条 环 道 ， 因 此 ， 按 定理 (10.13)， 当 而 且 仅 当 <a> 45 <p> 
WET DEGRABA -DEER BA m, DEG AREG 
JR dee T 之 间 有 着 一 一 对 应 。 

若 每 点 在 r 之 下 的 反 像 只 包含 有 限 多 个 点 ， 比 如 说 ?个 点 ， 
则 我 们 说 是 n- 层 或 -重复 选 实 间 。 例 如， S 是 射影 平面 的 二 
重复 选 空间 ， 前 面 所 说 的 C 一 { 0 } 是 n- 重 复 选 。 在 第 一 种 情形 

H-nmnQ(S?)-—([e), G-z(P*zZ, 
Aiit C36 G 内 的 指数 为 2。 在 第 二 种 情形 ， 我 们 有 
H--G-zm,(C—(0)zmZ, 
并 且 7x(H) 二 nZ GZ， 因 此 zs(H) 在 G 内 的 指数 确实 为 n。 
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(0.1) EB. 群 COL, 3 0, x € x7 COM AEG A 
B—4-F Xd KR. 

证 明 kits Emna.CD 所 决定 的 那 一 个 。 若 XE 
-1(p ) ,用 廊 内 的 道路 7 连结 9 Sx, Dy diWdE noy, HM 
证 下 列 的 图 表 可 交换 


M 


H— P n (X, x) 
G «—— G 


Ya 


因此 ， 由 y* 给 出 的 G 的 办 自 同 构 将 7 DRI fx (Ti (X, x). 
5 — 7j ifii it 
K —a»zx.(OD», 


其 中 <a>E G。 将 提升 为 XR 为 起 点 的 道路 4%， 并 置 x 二 
a(1)。 则 Emp), ER. 
K—n,G, (X , X), 

HAEA SRÜIEUREBRE] T OXSET- X HEA CS ZR] I DL 
HX NOKIA IX MdB HOER. MERE DERA 
更 一 般 的 关于 映射 提升 的 结果 。 设 Y 为 任意 空间 (总 假定 是 道 路 
IESEAIDENUD, rA ELLE DOE 
8. rin. 

《10.16) 映 射 提升 定理 。f 有 一 个 将 7 映 为 4 的 提升 连续 k 
Ao gsdes 

Cry ,r) ez), 
并 且 提 升 是 唯一 的 
“证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 提升 连续 映射 了 给 出 可 
Je Me d 
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n 


* 


- H 

fa^ 

^d 
TY , 门 一 >G 


而 且 ， 如 果 有 一 个 满足 (7) 二 9 的 提升 ， 它 必定 是 唯一 的 。 因 
为 车 所, fs 都 是 了 的 提升 并 且 将 7 映 为 4。 对 于 yEY， 用 一 条 道 
路 y 把 > 连结 到 y。 则 用 oY 与 j 67 同 是 f oy 的 提升 , 同 是 以 4 为 
起 点 的 ， 因 此 必定 重合 ， 特 别 它们 有 相同 的 终 点 。 换 句 话 说 ， 
fi(y) 三 户 (7)。 

其 次 ， 假 定 我 们 有 

fx Yr En H), 

WTAE: Y>XmF. HFIEY, MRH yE SH 
y ,将 道路 0 二 fo y 提 升 为 之 的 一 条 以 9 DERRER, PURA 
f(y) 二 a(1)。vY 的 选择 没有 影响 ， 因 为 车 y' 是 第 二 条 连结 > 
到 y 的 道路 ,并 且 著 B 二 J oy'， 则 ap- :是 X 内 以 P 为 基点 的 一 条 
HGÉ. m noB def 0 (Y ,7)) 里 ， 因 此 在 2. (日 ) 内 ， 所 以 按 
定理 (10.13) ,a8-! 可 提升 为 他 内 以 9 为 基点 的 一 条 环 道 。 要 使 这 
件 事 成 立 ，” 与 必需 有 相同 的 终点 。 

剩 下 只 需 验证 /的 连续 性 。 设 

fOy)— x, na(x)cx, 

并且 设 N 为 在 广内 的 一 个 邻 域 .选取 x 的 邻 域 V 与 % 的 邻 域 
U， 使 得 TIU:U->V 为 同 胚 。 则 7m ON NU) 为 y 在 Y 内 的 一 个 
邻 域 .由 于 Y 是 局 部 道路 过 通 的 ， 选 取 y 的 道路 连通 邻 域 所 包含 
TKfOzQONRU). RIKA JOY) SEN， 一 旦 证 明了 这 一 m. d 
RA 了 定理 的 证 明 。 设 zcW, IEWPgu— 条 道路 " 连结 y 到 

， 要 求 出 fO), 将 道路 fo (yo) 二 (f oy)(f oo) 提升 为 XpPA 
ARARA MUSFORAGNAVEA, foo TEAN NU) 
内 ， 它 的 提升 道路 始 于 foy 的 提升 道路 的 终点 ， 也 就 是 X*。 但 
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ZINAU 为 同 旺 ， 因 而 ， 这 条 提升 道路 的 终点 在 NNUA, BU 
ENA, mIRE. 
现在 我 们 可 以 对 于 任何 空间 的 各 复 选 空间 之 间 给 以 一 种 等 级 
式 的 次 序 。 设 
Xj: XX As: X; >X 


为 复 选 映射 ， 选 取 基 点 fiE X, QC Xo R m Q0 7:00 — 
Ps ftHid ~ 
H,—m(X,, 0), Hs=n,(X,,02). 
(00.103338. E UD mm OD, RUE A EM 2:X, 
>X, 使 得 


T(J) = To 一 Ta。 


证 明 只 需 把 定理 (10.16) AKERAT XXY 
射 aXX, ERTU 一 9i， 井 且 验 证 是 复 迭 映射。 

当然 ， 若 n (Ho) 等 于 Ti4 (HI)， 则 可 一 来 一 回 运用 上 面 的 
结果 而 得 到 保持 基点 的 复 交 映射。 

g:X4,— Xl, hiXi >X, 
HEEREN 0 9 一 Te 0 h=. Ft ogo h—n,,Amgoh 
H1; EB. XEADA EX, 的 连续 映射 ， 把 基 
点 4 REX 4;。 按 定理 (10.16) 的 唯一 性 部 分 ,必然 有 9g oj 一 17，。 
同 理 有 1 o g 一 17,, 于 是 我 们 看 出 h:Y1-> X, ARE. 

BDR X, X. 叫 作 是 等 价 的 ， 假如 可 以 找到 同 RE 
h: X,-- X dz, oh 一 70, 将 以 上 的 讨论 与 定理 (10.15) 结合 起 来 ， 
我 们 看 到 ，XX 的 两 个 复 氨 室 间 等 价 ， 当 而 且 仅 当 它们 确定 多 基本 
REPE] —A4-1 ERI AR. 

lx: X-e X 96 pi p NX — 1 RE HERI HU. 
noh=7 HRA X> X, XT S? 复 选 射影 平面 的 情形 ， 和 恰 好 
有 两 个 复 选 变换 ， 即 S: 的 恒 等 映 射 与 对 径 映 射 。 对 于 由 (x) = 
e" i* 定 义 的 复 选 映射 ":E! 一 51, 一 个 典型 的 复 选 变 换 是 实数 辅 在 
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EEUCTAXCAMONIS ERROR, VERTES Ar T. XHA 
AGE MOEUR—THREK, JEE K Pb ERE X AAE EXA 
AERE, REHRC) T x, Wh iz 同 为 z: 冯 -= 的 提升 
映射 ， 并 在 点 x 重合。 因此 它们 重合 )， 

(10.18) 定 理 3b, (H) HG 的 正规 子 群 , 则 达 同 胚 于 轨道 空 
|pX/K, HEK 同 构 于 商 群 G/xs (H), 

证 明 ABA 7: 了 一 XX 与 之 到 这 /KK 上 的 投影 同 为 粘 合 里 
射 ， 因 此 ， 我 们 必需 验证 天 的 轨道 正 是 X 的 点 在 z 之 下 的 反 像 。 
对 于 xEX， 我 们 知道 天 的 每 个 成 员 作为 复 选 变换 置 换 71 (x) 内 
的 点 。 而 且 ， 车 * ,，y E71(x)， 则 按 定理 (10,15) 以 及 A (H) 为 
G 中 正规 子 群 的 ， 假 设 有 


Ts (Ti OL, x )) - m, (OH) 3, 040X , 32), 


于 是 可 以 找到 一 个 复 选 变 换 把 x 变 到 y。 

剩 下 只 需 证 明天 同 构 于 G/zw(H)。 对 于 XX 内 以 p 为 基 点 的 
环 道 a ， 找 一 条 关内 以 9 为 起 点 的 提升 道路 & ， 并 合 , 为 将 9 变 
为 a( 1 ) 的 唯一 的 复 选 变换 。 显 然 ， 天 的 每 个 元 素 都 可 以 这 样 嘻 
出 来 ， 并 且 按 定理 (10.13) 两 条 环 道 4 与 给 出 不 的 同一 个 元 素 ， 
24 mi H.[x 244a87» c Nx (H), Fa I->K, 给 iG, (H) 8 到 五 的 一 
个 一 对 一 满 映射 。 要 看 出 这 是 同 态 ， 注 意 对 于 两 个 以 p 为 基点 的 
环 道 a, 6， 以 4 为 起 点 的 ，a .8 的 提升 道路 是 a. (eoo BO, m 
这 条 道路 的 终点 是 Ks (Ks( 9 ))。 换 句 话 说 ，a .8 对 应 于 [。 oka. 

车 xx (H) 是 G 的 正规 子 群 ， 我 们 称 兆 为 正则 复 迁 mu # 
复 选 不 是 正则 的 ， 就 可 能 缺少 足够 的 复 选 变换 来 作 到 按 下 述 意 义 
的 周全 ， 即 若 两 点 被 z 瑞 为 忒 的 同一 点 ， 则 必 有 复 选 变换 把 其 中 
一 点 有 映 为 另 一 点 .图 10.16 的 复 选 空间 是 说 明 这 种 情况 的 一 个 很 好 
的 例子 。 那 里 只 有 一 个 非 恒 等 复 选 变换 ， 它 在 这 的 中 间 一 个 圆周 
上 的 作用 如 同 对 径 映 射 ， 并 且 使 左边 两 个 圆周 与 右边 两 个 互 换 。 
特别 ， 没 有 一 个 复 进 变 换 把 9 变 到 + 。 注 意 瑚 同 构 于 Zy mA 


268 


RELER, idu ATHENA X/K 是 排 成 一 行 相 切 的 
三 个 圆 。 | 

X X ig— 4 ok B lo X T], Hn TEE TRE RC RE GR 
选 窄 间 必 为 等 价 的 ， 所 以 它 是 除开 同 胚 之 外 唯一 确定 的 ， 寿 且 由 
定理 (10.17)， 它 是 X 任何 其它 复 选 空间 的 正则 复 选 空间 。 由 于 
这 个 原因 ， 关 是 作 XX 的 泛 复 迭 空间 ， 这 里 有 一 些 例子 。 贺 周 的 泛 
复 选 空间 是 实数 轴 ，m- 维 射影 空间 的 泛 复 选 空 间 是 S"， Klein 并 
的 是 平面 ， 最 后 ， 两 个 圆周 一 点 并 集 的 泛 复 挝 空间 是 第 6 章 (图 
6.21) 所 描述 的 泛 宇 电视 天 线 . 

设 X 有 一 个 泛 复 移 空 闻 ， 记 作 义 ， 则 复 移 变换 构成 一 个 群 ， 
同 构 于 XX 的 基本 群 。x,(X) 的 任何 子 群 电 作用 于 他 ， 相 应 的 轨 道 
实 间 之 /HH 是 XX 的 一 个 复 夫 空 间 ， 它 的 基本 群 同 构 于 H, K 此 ， 
车 XX 具有 活 复 迭 襟 间 ， 则 相应 于 它 的 基本 群 的 任何 子 群 有 关 的 一 
MAEZ. 

为 了 要 保证 空间 X 有 一 个 证 复 选 空间 存在 ， 需 要 对 X 加 上 一 
些 条件 。 称 X 为 中 局 部 单 连通 ,假如 大 的 每 点 有 邻 域 ,使 得 避 内 
的 任何 环 道 在 X 内 堆 伦 。 这 对 于 任何 多 面体 都 成 立 ， 但 对 于 比如 
说 夏威夷 十 环 ( 见 第 4 章 ， 习 题 5 ) 那样 的 例子 就 不 成 立 。 

(10,19) 存在 定理 道路 连通 ， 局 部 道路 连 适 与 半 局 部 单 连 
iB LAE E E He iN 

证 明 详细 证 明 起 来 是 很 长 的 ， 所 以 我 们 只 给 出 证 明 B3 78 
想 。 选 择 XX 的 基点 p。 文 的 点 就 取 作 关内 始 于 7p 的 道路 等 价 类 ， 
两 条 这 样 的 道路 4,6 理解 为 等 价 的， 假如 它们 有 相同 的 终 点 ， 
HET Is ET p 点 处 的 常 值 环 道 . 

为 了 定义 1: 学 一 X， 将 CRX AGE HIDE 
代表 ， 今 7(x) 为 4 的 终点 ， 

为 了 给 全 出 这 的 一 组 拓扑 基 ， 先 说 多 内 的 一 个 那样 的 道路 连通 
开 集 V， 它 里 面 的 任何 环 道 在 基 内 需 伦 ， 帮 且 取 一 点 x E 和 站， 使 
得 2(X)EV。 将 x 用 内 的 一 条 连接 7 到 'r(x ) 的 道路 “来 代 
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表 ， 然 后 定义 Vz 为 文 的 那个 子 集 ， 它 是 由 关内 形状 如 4 的 首 
路 所 决定 的 ， 其 中 位 于 V 内 。 这 些 集 合 V7 就 是 拓扑 基 的 成 
R. 

请 读者 自己 验证 7: 广 XX 是 一 个 复 移 映射 并 且 广 是 道路 
连通 与 单 连通 的 ， 再 没有 什么 新 鲜 事 了 ， 不 过 我 们 应 指出 ，V 角 
然 是 选 的 使 V 内 的 环 道 都 在 区 内 老 伦 ， 于 是 就 保证 了 41Vz:Vz 一 
V 是 一 对 一 的 映射 。 

J3 S 

18, EXORXQS AGRAR), YOY KARAR, WAX x Y 
为 X XY KREZ H. 

19, Hf (x) cett 7 定义 的 连续 映射 1: (0,3) ->5! 是 不 是 复 先 
映射 ? 

20. WRH, HETH, Kleinjk, Möbius 带 以 及 回 柱 面 
的 一 切 复 选 空 间 。 | 

21. RAHJA rj 4 CS e E M AE X S RR. | 

22. Ee 197b Bt c OZ E] AE IRL JI — AHE DO. s ns 
IH, HER, Z ZB SERT ZA 

23. 若 X 为 连通 的 ， 局 部 道路 连通 Hausdorffze F, HEE 
nn 阶 有 限 群 G 自由 地 作用 于 XX， 证 明 关 是 X/G in E AES x 
间 。 

24. 假定 p > 3 RH Zp 在 Hlp) 上 的 一 个 没有 不 动 点 的 
作用 ， 使 轨道 空间 为 匡 (2)。 从 而 导出 日 (p) 是 吾 (2) 的 (p 一 1)- 重 
复 远 宏 间 。 图 7.22 或 将 很 有 帮助 。 

25， 对 于 不 可 定向 曲面 得 出 类 似 于 题 24 的 结果 。 

26. 设 z:G 一 G 为 复 远 映射 ,并且 设 G AmE RET 
上 引进 乘法 ， 使 得 合成 一 个 拓扑 群 ， 并 且 zx 成 为 同 态 。 然 后 证 明 
" 的 核 是 G 的 离散 子 群 。 

27, 检查 4.4 节 关于 群 作用 的 例子 ， 断 定 其 中 哪 一 些 所 对 应 
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的 投影 是 复 选 映射 ， 哪 一 些 不 是 。 
28. 证 明 每 个 不 可 定向 闭 曲 面 有 一 个 可 定向 的 二 重复 选 空 
IR], 


10.5 Alexander 多 项 式 


这 最 后 一 节 的 此 的 是 作出 以 整 科 数 多 项 式 形 式 表 达 的 一 种 纪 
结 不 变量 ， 并 给 出 简单 的 算法 来 计算 它们 。 先 作 理论 上 的 解释 ， 
然后 再 说 算法 。 

. WO 为 源 良 纽 结 ， 且 为 了 方便 ， 把 考虑 作 3- 维 球面 Sa 的 
子 集 。 将 天 略微 增 厚 变 成 一 个 营 弓 结 工 。 售 克 表 示 Ss 除 去 开 内 部 
所 剩 下 的 空间 。 以 后 就 把 作为 的 余 集 来 郑 虚 ， 这 样 作 的 好 处 
在 于 XX 是 紧 致 的 ， 而 且 可 以 前 分 为 有 限 复 形 ， 设 G 为 的 纽 结 
群 ， 换 匀 话 说 ， 就 是 X 的 基本 群 ， 用 G' 来 记 它 的 换 位 子 RE. i 
定理 (10.5)，G/G' 为 无 穷 循环 群 。 若 六 为 XX 的 正则 复 选 空间 相 
应 于 G ， 我 们 知道 z1( 久 ) 同 构 于 G 7/， 符 的 复 选 变换 群 是 无 穷 循 
环 群 。 广 是 作 关 的 无 穷 循环 复 迁 空间 . 

从 定理 (10.19) 知道 这 样 的 复 迷 宏 间 文 必 定 存 在 ， 但 是 为 了 
使 我 们 能 更 好 地 想像 它 ， 并 且 更 使 人 确 借 可 以 将 它 剖 分 成 无 穷 复 
形 ， 我 们 将 六 述 一 种 简单 的 构造 广 的 方法 。 取 (总 假定 为 温 A 
的 ) 的 一 个 Seifert 曲面 8 ， 单 纯 剖 分 Sti, T 与 S 都 是 子 复 
形 。 然 后 将 X 沿 着 S 切 开 ( 这 并 不 难 想像 ， 设 有 一 个 单 纺 判 分 了 
的 曲面 ， 以 及 曲面 上 以 子 复 形 面 金 出 现 的 曲线 ， 我 们 可 以 想像 将 
曲面 沿 着 曲线 切 开 。 切割 以 后 ， 曲 线 上 的 每 个 1- 维 单纯 形 给 出 一 
对 1- 维 单纯 形 ， 要 想 恢复 原来 曲面 ， 只 需 将 这 些 成 对 的 1- 维 单纯 
形 再 粘 合 。 现 在 我 们 所 考虑 的 情况 与 此 类 做， 只 不 过 维 数 高 一 个 
轩 了 )。 当 我 们 把 XX 沿 着 5 切 开 时 ，S 的 每 一 个 三 角形 变 成 了 一 
对 三 角形 ， 把 其 中 的 一 组 标 以 1 ， 另 一 组 标 以 2 HERA 
与 哪个 是 配对 的 (如 果 你 不 愿意 用 切 开 的 手段 ， 这 里 有 一 个 代 E 
的 办 法 。 从 和 所 有 的 3- 维 单纯 形 的 元 交 并 集 出 发 ， 将 两 个 这 里 的 
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E 


3- 维 单纯 形 焊 接 * : 当 而 且 仅 当 它 们 有 一 个 不 在 曲面 8 上 的 三 角形 
公共 )。 把 所 得 到 的 单纯 复 形 记 作 Y。 取 出 了 的 可 数 多 个 拷 贝 … 
Yao YoY Yam, HAPEIETOU AIMER, Yohksti 1 的 三 
角形 与 yi+i 中 相应 的 标号 2 的 那个 三 角形 焊接 。 所 得 到 的 空间 记 
作文， LEER T GRAM TAA, 
AY ;到 XX 有 自然 的 映射 只 不 过 是 把 沿 着 5 切 开 的 各 单纯 
EAM. Iu ik Hp DERE TE — ike X>X, ARR 
e UE — 4 复 选 映 射 。 把 Yi; 的 每 点 对 应 于 Y ;+41 的 相应 点 而 得 到 
HAB X» Xa — t X I DRACO E DR GE, KE 
同 胚 正好 就 是 所 有 的 复 选 变换 。 按 定理 (10.18) 我 们 有 
z,(X) /ms (mi (XD) eZ, 


从 而 rs (Ti CO) AE RA G BIA RIET-RE GA, ELE HR FD ds 
T (X) /G' >n, (X) EMERG SIN 

由 于 两 个 群 都 是 Z， 这 必然 是 同 构 。 又 由 于 这 个 满 同 态 的 核 为 

n.0,CX»/G^, Em Q0) «G^. Wie, Xo XI X58 

循环 复 选 空间 。 

下 一 步 是 考察 成 的 1- 维 同调 群 。 现 在 交 是 无 穷 复 形 ， 所 以 ， 
必需 先 说 明 无 穷 复 形 1- 维 同调 群 的 意义 。 从 链 群 开始 ， 它 的 成 员 
是 六 内 定向 1- 维 单纯 形 的 整 系数 有 限 线 性 组 合 各 ci 十 … 十 aa 
并 约定 (一 力 0 与 4( 一 0) 相 同 ， 完 双 按 有 限 复 形 的 情形 进 di. E 
意 我 们 不 允许 有 芝 内 无 穷 多 个 1- 维 单纯 形 的 线性 组 合 。 这 样 得 出 
的 同调 群 是 交换 群 (但 不 一 定 是 有 限 生成 的 )， 记 作 及,(X) 。 它 
是 六 的 拓扑 不 变量 ， 这 是 因为 定理 (8.3) 的 证 明 仍然 成 ir, dem 
EAMUS, OO XT HALTEN ERE 复 先 变换 h: 这 -> 允 诱 导 了 
自 同 构 ha OOMOO, RHRITBEEREIS A RR Af 
Hi. 

现在 需要 一 点 关于 交换 代数 的 知识 ， 一 个 优良 的 初等 参考 村 
料 是 Hartley and Hawkes[28]。 设 4 为 具有 单位 元 素 的 交换 环 ， 
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有 为 A 的 元 素 构成 的 m x n4BBg, 7H A" WA T, 4 s 
HAR, ABD S Yn AREG BR AME, AA 为 A 
所 确定 的 4 模 同 态 ， 换 句 话 说 ， 由 等 式 


fD = Say 
i=1 


所 决定 ， 定 义 M 为 商 模 A/IA. ERE AUHER M fig RRE 
RE. 

两 个 矩阵 4，B 按 照 上 面 的 方式 所 给 出 的 4A4 模 同 构 ， 妆 而 H. 
仅 当 可 以 用 一 系列 下 面 类 型 的 运算 把 4 变化 成 如 : 

(a ) 两 行 或 者 两 列 互 换 ; 

(了 ) 将 一 行 或 者 一 列 乘 以 4 的 一 个 单位 ; 
(< ) 将 一 行 的 某 个 倍数 加 到 另 一 行 ， 或 一 列 的 基 个 倍数 加 到 
另 一 列 ， | 

(dd) 添上 或 除去 一 列 适 ， 

comAm(o 9) xxx. 


又 车 A 为 方 阵 ， 则 它 的 行列 式 为 模 MM 的 一 个 同 构 不 变量 这 
个 行列 起 当然 只 是 除开 乘 以 人 的 单位 而 确定 )》 。 

然后 再 回 到 几何 。 设 4 为 有 限 Laurent 多 项 式 环 Z [t,17), 
它 的 元 素 为 

p (t) —o pt “tet et’, 
其 中 的 系数 是 整数 ， 运 算法 则 是 通常 的 多 项 式 加 法 与 乘法 。 则 各 
使 得 妃 ; ( 蕊 ) 成 为 一 个 4- 模 ， 因 为 我 们 可 以 定义 多 项 X P (0€ A 
与 一 个 同调 类 [2] € H, CO tse uin 
p(t) [2] —e iz * [3] + eo AE [n], 

我 们 人 缺少 计算 同调 群 的 手段， 但 是 可 以 利用 的 纽 结 群 来 表 
达 Hi( 汪 )， 在 第 10.2 节 甬 较为 深入 地 讨论 了 G 的 一 个 良好 的 表 
Hi. 回忆 车 G' 为 这 的 基本 群 ，G ”为 它 的 挽 位 子 群 ， 则 H,( 针 ) 一 
G' /G'.. |l dista T QO mn, UO 诱导 了 一 个 同 构 a H 


273 


-—G'/G", diucG'/G" 在 这 个 同 构 之 下 对 应 于 同调 类 [2], 则 
G’ /G" 通过 pi)u- zu PO DED A S, 

让 我 们 来 看 一 看 对 于 简单 的 和 多 项 式 p (0 =t, 这 个 公式 B JL 
何 意义 。 这 里 我 们 有 


tu — tV. (t[z]) —7t hu [z], 


选取 基点 pEX 一 S， 兮 4 Y EXIMIAE. Baht HOD 
是 zf OX, ao 的 交换 化 ， 可 以 认为 [z JB X PA € 为 基点 的 一 条 
IRE a KR. Mlz] md y (bomy 代表 ， 其 中 y 为 之 
内 连结 4 到 和 (9) 的 一 条 道路 (y 的 选择 可 以 任意 ) 。 这 表示 说 车 
u— gG" € G' /G" $E ELE x 为 环 道 Xoy 在 G— n OX, 0) 内 所 决定 
的 元 素 ， 则 


tu— xgx- 1G". 


注意 按 作法 ， 当 使 G 交换 化 时 同 伦 类 x 成 为 Z 的 一 个 生成 元 。 

现在 开始 把 各 部 分 零件 拼 起 来 ， 先 回忆 在 10.2 中 从 无 的 投影 
my HA GARRA, nln ET EITE HE R 
元 ， 每 个 交 双 给 出 一 关系 。 典 型 的 关系 县 有 形 状 XkXiXi Xii, 
而 最 后 一 个 关 夭 可 以 略 去 ， 因 为 它 是 其 它 关 条 的 后 果 。 当 我 们 使 
G 交换 化 时 ， 所 有 的 x. 成 为 相等 的 ， 即 给 出 和 的 一 个 生成 元 。 
所 以 ， 如 果 我 们 换 用 新 的 生成 元 组 


一 一 一 一 一 1 oss -一 一 
X-XQ,0,—XQX7!, t, Ry 1 一 Xn ax, 


WER, ,84-: 都 在 G 内， 莽 且 不 难 验证 它们 自己 以 及 它们 关 
Tr REG 3C ROC SR JE[S] AG", 

id u= aG”, R, A r, 所 确定 的 di 之 间 的 关系 ， 这 u E 
成 4 模 G’/G*， 要 找 出 一 个 表现 年 阵 ， 我 们 只 需 把 每 个 R; 表述 成 
各 ts 以 4 中 元 素 为 系数 的 线性 组 合 ， 系 数 短 阵 就 是 所 要 的 。 所 得 
的 nm 一 了) x (n 一 1) 算 阵 的 行列 式 就 是 著名 的 所 I X fy Alexander 
多 项 式 。 
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例如 ， 当 xikxixixx7ti 用 ai 表达 时 成 为 
agxa; xx la; eTa], 


或 等 价 地 表 为 
aG,xa,x Tirar eTa; le 
借助 于 ui 用 加 法 表示 出 来 就 是 
l Ux tiui — tuy — uit 
换 名 话说 
(1—1) uy tuj Hire 
CHE RICE SU SEHLARMERS— FJ, TER KA briÉCH 1—10, 78 : 位 为 
对 于 三 办 纽 结 我 们 来 试 试看 。 群 天 现 是 


| -1y-1 
(x1, Xs, Xs XXa xT 1x5 3 ,xoxaxg 1x1! 3, 


第 一 个 关系 相应 于 (1 一 已 ta 十 tu， 第 二 个 相应 于 0-0 —u, 
我 们 的 作法 给 出 矩阵 
1—t —1 
Ca an) 


Kis, -MéshBgAlexander Jg i+ SI TRARARISX— 
次 ， 这 个 多 项 式 仅 仅 是 除开 乘 以 4 的 一 个 单位 而 确定 ， 换 名 话 
说 ， 乘 以 是 无 所 谓 的 。 | 

事实 上 ， 用 不 着 把 群 表现 求 出 来 。 下 面 给 出 从 大 的 一 个 优 形 
投影 出 发 计算 Alexander 多 项 式 的 一 个 纯粹 形式 化 的 算法 。 给 纽 
DUR, FO EGET Am nux. fEnx npe B, HEFE 
个 交叉 有 它 的 一 列 ， 相 应 于 图 10.17 那 样 的 交流， 列 中 的 非 39 元 
素 为 


1 一 + Eki 
t 在 位 
一 1 在 7 位 
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注意 只 考虑 了 xx 的 方向 ， 而 
AERE xf I. d 
1—t $ xk 8 的 末 行 末 列 除去 ， 所 得 
(n—1) x (n 一 1) 和 矩阵 的 行列 
AME k yj Alexander 多 项 


xi -1 

t CX 式 ， 需 要 除去 一 行 一 列 ( 哪 
一 行 如 一列 都 可 以 ) 是 因 为 
把 所 有 的 上 行 段 与 所 有 的 交 


及 点 都 包括 进来 ， 则 生成 元 
过 多 ， 并 且 有 一 个 多 余 的 关 
图 10.17 系 ., 事 实 上 第 阵 吕 是 H(X) 
与 一 个 秩 为 1 的 自由 4 模 作 直 和 所 得 4 模 的 表现 矩阵 。 
作为 一 个 例子 ， 考 虑 搬运 工 纽 结 。 按 图 10.18 所 示 的 次 序 取 
XR, TET IBLBIAB IE 


1-0:  —1 
0 t 
0 0 
0 0 
—1 — i-t 
t 0 


Xs 


展开 一 个 5X5 余 因子 得 到 2 刀 一 5t 十 2。 — 

对 Alexander 多 项 式 的 另 一 种 精辟 的 描述 我 们 也 愿意 提 一 
T. EMRET. MAMAY M H(X, 为 Q 上 的 有 限 维 
向 量 空间 ， 于 是 Alexander 多 项 式 为 线性 变换 hai H(X, Q 一 


H,CX ,0) 的 畦 征 多 项 式 。 
习 Ri 

29. EH 8 字 纽 结 的 Alexander 多 项 式 为 娠 一 3t 十 1。 这 表明 
8 字 结 不 是 无 结 之 纽 。 

30. 求 出 同心 结 以 及 图 10.15 中 两 个 纽 结 的 Alexander 多 项 
式 。 将 答案 与 Relfsen1201 上 的 表 对 照 。 

31. 证 明 k+: fj Alexander 多 项 式 是 无 的 与 上 的 Alexander 
多 颈 式 的 乘积 。 
. 32. RAO HHRHH Alexander HA, BECCA 
妇 范 化 成 形状 ao 十 ait 十 … 十 axt*。 证 明 

AH SEAD, 
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附和 如 ”生成 元 与 关系 


按照 传统 ， 群 论 的 入门 课 程 往往 只 讲 到 有 限 生成 交换 群 的 分 
类 定理 、 自 由 群 以 及 用 生成 元 与 关 条 来 表现 一 个 群 的 想法 总 是 被 
忽略 的 。 由 于 这 些 思 想 对 拓扑 学 (对 我 们 有 特殊 需要 的 是 第 6 3X 
与 第 10 章 ) 有 特别 重要 的 意义 ， 在 这 里 简短 地 介绍 一 下 。 

或 许 最 容易 理解 的 一 个 构 念 是 群 的 一 组 自由 的 生成 元 。 群 6 
的 子 集 X 咱 作 CG 的 一 组 自由 的 生成 元 假如 每 个 0€ G 一 {e} 可 以 唯 
一 地 写成 一 个 长 度 为 有 限 的 乘积 


g-xjixgrtexp, CK) 


其 中 xiE X, xx kH, n; AFE 0 整数 。 把 这 组 生成 元 
叫 作 自由 的 是 因为 根据 (# ) 的 瞧 一 性 ， 这 组 生成 元 之 间 不 可 能 有 
关系 。 若 GG 具有 一 组 自由 的 生成 元 ， 则 称 为 自由 群 。 

”任意 给 一 个 非 空 集合 XX， 可 以 按 下 壕 方 式 造 出 一 个 群 ， 以 X 
作为 它 的 一 组 自由 生成 元 。 定 义 一 个 字符 为 一 个 有 限 乘 积 zi 
sie hie RTX n 都 是 整数 ， 我们 说 这 个 字符 是 约 化 
的 假如 x; 永 不 等 于 xj， 项 是 所 有 的 ?; 不 为 0 。 对 于 任何 字符 ， 
总 可 以 通过 有 限 次 将 相 邻 同 底 乘 荞 归并， 以 及 略 去 0 DARE EE 
使 之 成 为 约 化 字符 。 整 篇 的 解释 抵 不 上 一 个 例子 : 

xj*xixix, xixi—xj'x9xixi 
xj!ixix$-—x$xi 
最 后 一 个 是 约 化 的 。 将 字符 xz4? 约 化 将 得 到 一 个 不 包含 任何 字母 的 
定 符 ， 咱 作 空 字 符 。 把 一 个 字符 紧 搂 着 写 在 另 一 个 字符 之 后 就 给 
出 了 两 个 字符 的 一 种 乘法 。 两 个 约 化 字符 这 祥 作 出 的 乘积 未 必 是 
约 化 字符 ， 但 可 简化 为 一 个 有 确定 意义 的 约 化 字符 ， 叫 作 两 个 约 
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化 字符 的 乘积 。 在 这 个 乘法 之 下 ， 所 有 的 约 化 字符 构成 一 个 群 
(当然 有 很 多 烦琐 的 验证 需要 作 )， 空 字符 是 单位 元 素 ， 约 化 字符 
xx 的 道 是 zz" exitu, 

我 们 把 这 个 群 时 作 关 所 生成 的 自由 群 ， 记 作 F(X)。 很 明显 ， 
车 两 个 集合 具有 相同 的 基数 ( 换 旬 话 说， 它们 之 间 存 在 着 一 一 对 
应 ) ， 则 它们 所 生成 的 自由 群 是 同 构 的 。 只 有 一 个 生成 元 的 自 由 
群 是 自由 循环 群 ， 仅 有 的 非 空 约 化 字符 是 过 x"。 

经 常 要 说 某 个 群 是 由 一 组 生成 元 与 一 组 关系 所 确定 。 例 如 ， 
”可 以 说 那 包 含 10 个 元 素 的 二 面体 群 是 由 两 个 生成 元 x,y 服从 于 关 
J& x5—e,y—e,xy— yx 而 给 出 的 。 这 里 我 们 的 直观 想法 是 群 
的 所 有 的 元 素 都 可 写成 x 的 赛 与 y 了 的 知 的 乘积 ， 而 群 的 乘法 玫 可 
以 完 双 由 所 给 的 那些 关系 来 确定 。 我 们 要 利用 自由 群 的 概念 使 这 
个 想法 变 得 严格 ， 

设 G 为 一 个 群 ，XX 是 一 个 子 集 生成 G。 则 有 一 个 自然 同 态 把 
自由 群 (X) 映 满 G， 约 化 字符 x?1.…x?t BER SUO 内 相应 的 群 元 
素 乘积 (这 里 我 们 又 略 去 了 细节 ); 由 于 久生 成 G， 所 以 同 态 是 满 
的 。 若 入 表示 这 个 同 态 的 核 ， 则 F(X)/N 同 构 于 G， 因此 NN 确定 
G, BRE FCX) 的 那样 一 组 字符， 使 得 N 是 包含 R 的 最 小 正规 
子 群 ， 这 些 宇 符 与 它们 的 一 团 共 红 元 素 共 同上 生成 N， 它 们 确定 当 
从 F(X) 过渡 到 G 时 ， 恰 好 是 哪些 F(X) 的 元 素 成 为 单位 元 素 ; 
也 就 是 说 ，G 内 的 哪些 乘积 是 G 的 单位 元 素 。 在 这 种 情况 之 下 
我 们 说 这 一 对 大 ,只是 群 G 的 一 个 事 现 。 若 X 是 有 限 集 ， 元 素 为 
zQQ,Xe RHRÓ—UBBATEMEnsra ， 则 我 们 说 C 是 
有 限 表现 的 ， 厦 且 写 作 

G — (x4, ; Xn Fir nte 

例子 

1, Z-(x| gh 

2. Z,.-(x|x*); 

3. 具有 2m 个 元 素 的 二 面体 群 为 
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D,,-íx,y|x* ,y*, x3)?); 

4, ZxZzcíix,y|xyx"!y !), 

最 后 简单 地 提 一 下 自由 乘积 。 若 GG 与 于 为 群 ， 我 们 可 以 作 
“字符 ?xixa…xs， 其 中 每 个 xi; 属于 无 变 工 GU 日。 这样 一 个 宇 符 
ULEAD, Bins x :总 不 在 周一 个 群 肉 ， 工 且 x ,总 不 是 G 
或 五 的 单位 元 类 ，、 约 化 字符 按 首 尾 相 接 币 作 乘法 ， 必 要 时 将 乘 得 
的 结果 约 化 ， 并 且 将 空 字符 也 包括 进来 ， 于 是 得 到 一 个 群 吓 作 属 
G 与 五 的 自由 乘积 C ok 瓦 。 本 书 中 将 只 涉及 有 限 表 现 群 的 自由 乘 
积 ， 可 以 注意 车 

G —(x,, xut. nY, 
Hy, s1,75,8;), 
则 
G k H=, p EnVir Jil rut, SS l 
还 注意 取 无 穷 循 群 2 的 n 1S DDEIEB im ZZ» Z, Eit 
的 正好 是 个 生成 元 的 自由 群 。 

关于 自由 和 群 与 自由 乘积 的 最 重要 事实 是 下 列 的 到 划 ， 我 们 将 
不 加 证 明 地 给 出 : 

(a) 设 兴 为 群 G 的 子 集 。 则 G 同 构 于 自由 群 已 (X)， 当 而 且 
仅 当 对 于 任何 群 乓 ， 以 及 从 X 到 天 的 映射 ， 存 在 从 各 到 丘 唯 一 前 
间 态 ， 它 是 已 给 映射 的 扩张 。 

(b) 设 P 为 一 个 群 同时 包含 G HEAT. MP AHF 
由 乘积 C # 妃 ， 当 而 且 仅 当 对 于 任何 群 乓 ， 以 及 从 CG IS H S] K fs 
各 一 个 同 态 , 存 在 从 PP 到 上 唯一 前 同 态 ,作为 已 给 二 同 态 的 扩张 。 
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说 明 - 


ft 3] 是 令 人 赏心悦目 的 数学 书 ， 有 一 章 齐 初等 拓扑 学 ，Massey C9] fr ifii, van 
Kampen 定理 ， 复 选 空间 等 方面 有 特长 ， 他 的 写法 与 我 们 的 不 同 ， 并 且 所 举 的 应 用 多 
半月 在 证 明 群 论 中 的 结果 。 在 [8] 中 ，Gramain 对 于 昌 面 分 类 给 出 了 另 一 种 精 性 的 处 
BR, (41 与 ft33 所 包 售 的 代数 拓扑 学 内 容 大 体 上 与 本 书 深 线 相当 ， 前 者 在 应 用 与 历史 
背 炒 方面 特别 丰富 ， 后 者 按 奇 异 向 调 而 给 出 可 资 对 比 的 另 一 种 讲法 ， 
”至 于 较 高 深 一 些 的 上 内容， 点 集 拓 扑 方面 [10],516]， 以 及 Kelley 的 经 典 著 作 [171 
都 是 很 好 的 。 代 数 折 扑 方面， 同调 正 合 序 列 、 上 同调 及 对 但 性 是 接 下 去 应 当 学 的 东 
西 。 可 参照 [14],[18],[223。Maunder 的 书 可 能 是 这 当中 最 容易 读 的 。 最 后 ， 车 读者 
想 接触 拓扑 学 中 几何 气息 更 浓 的 部 分 ， 我 们 可 以 推荐 L15], 5201] 及 [21]， 特 别 是 [191。 
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